GEOMETRI I PLANET
KRISTIAN RANESTAD

ABSTRACT. Dette kompendiet er laget for et etterutdanningskurs
i geometri, og det gir bakgrunn for og supplerer forelesningene i
kurset samtidig som det inneholder relevante oppgaver inkludert
dem som deltakerne skal arbeide med i Igpet av kurset.

1. INNLEDNING

Kurset er delt i fire deler, og kompendiet folger denne oppdelingen.
De fire delene er
e Skjacringssetninger
e Bevis i geometri
e Periferivinkler
e Konstruksjon med dynamisk programvare
Formlike trekanter star sentralt blant de grunnleggende begrepene og
resultatene i trekantgeometri som kurset bygger pa.

1.1. Formlike trekanter. To trekanter ANABC og ADEF er form-
like, dersom winklene er parvis like, altsa L/A = /D, /B = ZE og
/C = ZF og de tilsvarende sidekantene er proporsjonale, det vil si
AB BC AC
DE EF DF’

C

AAB D E

Ficur 1. Formlike trekanter

Vi skal ofte bruke fglgende setning for formlike trekanter.
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Setning 1. (Formlikhetsetningen) 7o trekanter AABC og ADEF
er formlike hvis og bare hvis et av folgende fire kriterier er oppfyllt:

(1) Trekantene har to parvis like vinkler.
(2) Trekantene har en lik vinkel, og de tilhorende sidekantene er

proporsjonale, for eksempel er ZA = 2D og % = %~
(3) igiekantene er parvis proporsjonale, for eksempel er % = g—g =

DF-
(4) Forholdet mellom lengdene til sidekantene er det samme i de to

AB _ DE , BC _ EF
trekantene, for eksempel er 32 = £5 09 36 = pp-

Vi skal ikke vise denne setningen her (det ville lede oss rett inn i
en diskusjon om aksiomatisk oppbygning av geometri), men ta den for
gitt.
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2. SKJERINGSSETNINGER
Den samlende skjeeringssetningen i trekantgeometri er Cevas setning.
2.1. Cevas setning.

Setning 2. (Ceva) La D,E,F vere punkter pa sidekantene hen-

holdsvis BC', AC' og AB i trekanten NABC. Da gar linjene AD,

BE og CF gjennom samme punkt hvis og bare hvis produktrelasjonen
AF BD CFE

FB DC EA !

holder.

Bevis. Legg merke til "hvis og bare hvis” i setningen. Vi ma altsa
vise begge retninger, bade at linjene gar gjennom samme punkt hvis
produktrelasjonen holder, og at produktrelasjonen holder hvis linjene
gar gjennom samme punkt.

Vi begynner med a vise det siste. Trekk ei linje gjennom C' parallell
med AB, og forleng AD og BF til skjeering i henholdsvis G og K med
denne linja.

A F B
FicUr 2. Cevas setning

Da er fglgende par av trekanter formlike, ved toppvinkler og samsvarende
vinkler ved parallelle linjer.
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ANABD ~ ANCDG
ANABE ~ ACKE
NAFP ~ ANGCP
AFBP ~ ACKP
De har altsa parvis like vinkler og forholdet mellom de tilsvarende
sidekantene er parvis proporsjonale:
BD AB CE CK
CD CG FEA AB
AF FP CK CP
CG CP' FB FP
Mulipliserer vi de to venstresidene i de to siste ligningene med hveran-
dre, og tilsvarende med hgyre sidene far vi
AF CK ] AF CG
CG FB FB CK
Multipliserer vi venstresiden i den siste ligningen, med venstresidene i
de to forste ligningene over, og tilsvarende med hgyresidene far vi:
AF BD CE CG AB CK
FB CD EA CK CG AB
Men pa hgyre side er faktorene i teller de samme som faktorene i nevner,
sa vi kan forkorte og far

sa

AF BD CE ]
FB CD EA

Dermed er ”"bare hvis” delen av setningen vist.
For a vise "hvis” delen av setningen antar vi at produktrelasjonen

holder for punktene D, E, F' (uten a anta at de tre linjene har et felles
punkt). Altsa at

AF BD CE

FB CD EA
Anta sa videre at AD og BE mgtes i punktet P, og at forlengelsen
av linja C'P treffer AB i H. Av fgrste del vet vi at produktrelasjonen
holder for punktene D, E, H, sa

AH BD CFE

HB CD EA
Setter vi de to venstre sidene i produktrelasjonene lik hverandre kan vi
forkorte og fa

1.

1

AF_AH
FB HB
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Na legger vi til 1, skrevet pa en spesiell mate, pa begge sider og far
AF n FB:AH n HB
FB FB HB HB’
AF+FB AH+ HB

FB HB
0og
AB AB
FB HB’
Derfor er FB = HB, sa F' og H er samme punkt. Dermed er ogsa
"hvis” delen av setningen vist. U

Denne setningen gjelder litt mer generelt. Punktene D, E, F' kan
ligge pa forlengelsen av linjene i trekanten utenfor trekanten. Fortsatt
gjelder setningen

Setning 3. (Ceva) La D,E,F vere punkter pa sidekantene hen-
holdsvis BC', AC' og AB i trekanten AABC' eller pa forlengelsen av
disse utenfor trekanten. Dersom linjene AD, BE, C'F er konkurrente,
d.v.s. mates i et felles punkt, sa er

BD CE AF

DC EA FB
Omuendt, dersom denne relasjonen holder, og en eller tre av punktene
D, E, F ligger inne @ trekanten, da er linjene AD, BE og C'F konkur-
rente eller parallelle.

1.

Beuvis. Beviset er helt analogt med beviset over og overlates til
leseren. [J

Na skal vi bruke Cevas setning til a vise to klassiske resultater.

2.2. Bruk av Cevas setning. Med Cevas setning kan vi vise de klas-
siske skjeeringssetningene om at medianene i en trekant mates i et felles
punkt, at hgydene i en trekant mgtes i et felles punkt og at halver-
ingslinjene i en trekant mgtes i et felles punkt. Beviset for at medi-
anene mgtes i et punkt er enklest og overlates som oppgave til leseren.
At hgydene mgtes i et punkt er litt mer komplisert, sa vi gjengir et
bevis her.

Setning 4. Hoydene i en trekant, det vil si normalene fra hvert hjorne
pa motstaende side, mgtes i et felles punkt.

Bevis. La D, E, F veere fotpunktene til de tre hgydene, det vil si at
AD star normalt pa BC, BE star normalt pa AC og C'F star normalt
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A F B

Ficur 3. Hgydene i en trekant

pa AB. Vivil na undersgke produktet pa venstre side i Cevas setning
og vise ved regning at det blir lik 1. I sa fall folger setningen av Cevas
setning.

Hver av de tre normalene deler trekanten opp i to rettvinklete trekan-
ter; for eksempel deler normalen C'F’ trekanten AABC opp i de rettvin-
klete trekantene AAFC og ABFC. Siden AAFC og AABFE begge er
rettvinklede og har vinkelen A felles, sa er trekantene formlike. Derfor

er

AF  AC

AE ~ AB’
Tilsvarende er ABFC og ABD A formlike og ACEB og ACAD form-
like. Derfor er

BD AB

BF ~ BC
0g

CE BC

CD  AC’

Produktet av venstresidene er lik produktet av hgyresidene, sa

AF BD CE AC AB BC
AE BF CD AB BC AC’
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Men pa hgyre side kan vi forkorte sa produktet er lik 1. Samtidig vil
ombytting av noen faktorer i teller og nevner pa venstre side gi venstre
siden i Cevas setning. Sa
AF BD CE BD CE AF
AE BF CD DC EA FB
Av Cevas setning har derfor hgydene et felles punkt. [

1

Vi kan og bruke Cevas setning til a vise at halveringslinjene for de
tre vinklene i en trekant har et felles punkt. Men da trenger vi halver-
ingslinjesetningen.

C

Ficur 4. Halveringslinje

Setning 5. (Halveringslinjesetningen) I en trekant AABC wvil ei
linje gjennom hjornet C' dele linjestykket AB innvendig i forholdet %
hvis og bare hvis linja halverer vinkelen i C.

Bevis. La D vaere skjeeringspunktet mellom linja gjennom C' og linja
gjennom AB. Trekk linja gjennom A parallelt med BC'. Denne skjaerer

linja gjennom C'D i E. Da er trekantene AADFE og ABDC' formlike,
sa

AD AE

DB BC’
Derfor er

AD  AC

DB BC

hvis og bare hvis AE = AC. Men AF = AC hvis og bare hvis /E =
LACE, og siden ZDCB = ZF, er /ZE = ZACFE hvis og bare hvis
ZDCB = ZACE, altsa at linja C'D halverer vinkel C, sa setningen
fglger. O
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Vi overlater na som oppgave til leseren a bruke denne setningen
sammen med Cevas setning til a vise at halveringslinjene mgtes i et
punkt.

2.3. Oppgaver.

(1) Bruk Cevas setning til a vise at medianene i en trekant har et
felles punkt.

(2) Bruk Cevas setning og halveringslinjesetningen til a vise at
halveringslinjene i en trekant har et felles punkt.

(3) Den innskrevne sirkelen i en trekant bergrer hver av de tre
sidene i et punkt. Bruk Cevas setning til a vise at linjene
fra hvert hjgrne i trekanten til bergringspunktet pa den mot-
satte siden har et felles punkt. (Dette punktet kalles Gergonne-
punktet)
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3. BEVIS I GEOMETRI

I forrige okt sa vi hvordan formlikhet kan brukes til a vise Cevas
setning. Denne setningen gir et algebraisk kriterium pa nar tre linjer
gjennom hjgrnene i en trekant mgtes i et felles punkt. Vi skal her bruke
to andre metoder til a vise noen av de samme resultatene.

3.1. Vektorer. Vektorer kan brukes til a vise rene geometriske re-
sultater. Reglene for vektorregning brukes da til a overfgre rent ge-
ometriske fenomener til algebra. Vi skal illustrere dette i et eksempel.
Som vanlig betyr PQ vektoren fra P til Q.

Eksempel 1. Vektorer kan brukes til a vise at medianene i en trekant
har et felles punkt: La D, E, F vere midtpunktene pa sidene i trekanten
AABC. Da er AD = %(A@ + AC), CF = %A@ — AC og BE =
%A_C' — AB. La P vere skjeringspunktet mellom medianene BE og
CF. C

A F B

FIGUR 5. Medianene i en trekant

Vi vil finne et utrykk for vektoren A_P, og vise at demne er pro-
porsjonal med AD slik at P ligger pa AD. Siden P ligger pa BE kan
vt skrive:

AP = AB + x(%At‘ — AB)
for et tall x mellom 0 og 1. Tilsvarende ligger P ogsa pa C'F sa:
AP = AC + y(%fﬂ? — AC)
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for et tall y mellom 0 og 1. Derfor er

—

AP = (1—2)AB + %A@ - %[3 + (1 - y)AC,

1—x=

N =<

x
1=
TS Yy

som har lgsningen x =y = =. Sa

=

—

AP =-AB+ -AC = ZAD.
3 * 3 ¢ 3
Derfor ligger P ogsa pa AD, som var det vi skulle vise.

Argumentasjon med vektorer og vektorregning reduserer geometri
til algebra. Rene geometriske argumenter, for eksempel bruk av ge-
ometriske steder, kan imidlertid ogsa fgre fram.

3.2. Geometriske steder. Mengden av punkter som oppfyller en bestemt
geometrisk betingelse kalles det geometriske stedet for punkter som
oppfyller denne betingelsen.

Eksempel 2. (1) Det geometriske stedet for punkter som har en
gitt fast avstand fra et gitt fast punkt O, er en sirkel med sen-
trum i O og radius den gitte avstanden.

(2) Det geometriske stedet for punkter som har samme avstand fra
to gitte punkter A og B, er midtnormalen pa linjestykket AB.

(3) Det geometriske stedet for punkter som har samme avstand til
to gitte faste linjer er halveringslinjene til vinklene mellom de
to gitte linjene.

Vi kan bruke det siste ekempelet til a vise
Setning 6. Halveringslinjene i en trekant mates i et punkt.

Beuvis. Halveringslinja til en vinkel er mengden av punkter som har
samme avstand til de to vinkelbeina. Det betyr at skjeeringspunktet
mellom to halveringslinjer har samme avstand til alle tre linjene, derfor
ligger det ogsa pa den tredje halveringslinja. [
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3.3. Oppgaver.

(1) Vis at i en trekant er to sidekanter like lange hvis og bare hvis
vinklene ved den tredje siden er like store.

(2) Vis Pythagoras setning for en rettvinklet trekant AABC med
rett vinkel i B og sidelengder a, b, c med fglgende steg:

(a) La ABDC vere en rettvinklet trekant med D pa forlen-
gelsen av AB, slik at ZBCD = ZCAB. Vis at trekantene
ANBAC, ABDC og ANCAD er formlike.

(b) Vis at BD har lengde % og at C'D har lengde 2

(c) Vis at Pythagoras setning na folger av at ‘g—g = %.

(3) La l og m veere to linjer som skjeerer hverandre i P. Vis at det
geometriske stedet for punkter som ligger dobbelt sa langt fra
[ som fra m er to linjer gennom P. I en trekant AABC, vis
at der er ett og bare ett punkt inne i trekanten som ligger like
langt fra linjene AC' og BC', men dobbelt sa langt fra linja AB
som fra linjene AC' og BC.
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F1GUR 6. Setning om periferivinkler

4. PERIFERIVINKLER

Vi skal vise setningene i sirkelgeometrien om periferivinkler og punkts
potens.

I en sirkel kalles en vinkel med toppunkt i sentrum av sirkelen for en
sentralvinkel. Dersom sentrum er O og vinkelbeina spenner over buen
mellom A og B pa sirkelperiferien, sier vi at sentralvinkelen spenner
over buen AB. En vinkel som har toppunkt i periferien og vinkelbein
som skjeerer periferien i to andre punkter kalles en periferivinkel til
sirkelen. Som grensetilfelle inkluderer vi tilfellet der det ene vinkel-
beinet tangerer sirkelen i toppunktet. Dersom toppunktet er P og
vinkelbeina spenner over buen fra A til B pa sirkelperiferien, sier vi at
vinkelen spenner over buen AB.

Setning 7. (Setning om periferivinkler.) I en sirkel er en sen-
tralvinkel dobbelt sa stor som en periferivinkel som spenner over samme
bue. Spesielt er periferivinkler som spenner over samme bue like store.

Bevis. Pa figur 4 er ZAOB en sentralvinkel og ZAPB en per-
iferivinkel som spenner over samme bue AB i en sirkel med sentrum i O.
Linja gjennom PO er forlenget til skjeeringspunktet () med perifierien.

Vinkelen ZAOQ er nabovinkel til ZAOP i ANAOP, og vinkelen
ZBOQ er nabovinkel til ZBOP i ABOP.
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Ficur 7. Punkts potens

Trekantene AAOP og ABOP er begge likebeinte trekante, sa ZAOQ =
2/APO og /BOQ = 2/BPO. Derfor er

/AOB = /ZAO0Q — /BOQ =2/AP0O —2/BP0O =2/APB
og setningen fglger. [J

Setning 8. Det geometriske stedet for topp-punktet til en vinkel v med
vinkelbein gjennom to fast punkter A og B, er to sirkelbuer mellom A
og B.

Bevis. Pa en sirkel gjennom A og B slik at sentralvinkelen som
spenner over AB er 2v, er periferivinklene som spenner over AB lik
v. Det finnes to slike sirkler, symmetrisk om linjestykket AB. Fra et
punkt P som ligger utenfor disse sirklene, trekker vi linjene til A og
B. Disse, eller forlengelsen av disse, vil skjeere en av sirklene fra forste
del. En enkel sammenligning med skjaeringspunktet viser at vinkelen
/APB ikke kan veere lik v. [

Setning 9. (Punkts potens.) La P vere et punkt og la ¥ veere en
sirkel © planet. La | vere ei linje gjennom P som skjerer ¥ i punktene
A og B. Da er produktet PA - PB uavhengig av posisjonen til linja [.

Bevis. Tegn figur og trekk linja gjennom P og sentrum O i ¥ til
skjeeringspunkter M og N med sirkelen. Trekk linjene NA og M B. 1
trekantene AMPB og ANAPN er vinkelen i P felles. Videre spenner
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periferivinklene /NMB og /NAB over samme bue, sa av setningen
om periferivinkler er de like. Derfor er AMPB og AAPN formlike.

Men da er
PM_ PA
PB PN’
sa
PA-PB=PM-PN
er uavhengig av linja [. [J

4.1. Oppgaver.
(1) Bevis at en firkant har en omskrevet sirkel hvis og bare hvis
motstaende vinkler er supplementaere (dvs har sum lik 180°).
(2) Fire sirkler med forskjellig radius ligger i ring og bergrer hveran-
dre utvendig. Vis at de fire bergringspunktene ligger pa en
sirkel.
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F1cURr 8. Appolonios’ sirkel

5. KONSTRUKSJON MED DYNAMISK PROGRAMVARE

Her skal vi konsentrere oss om geometriske steder og konstruksjon
og bruk av disse med dynamisk programvare. I tillegg til dem vi har
sett tidligere far vi bruk for noen

5.1. Flere geometriske steder.

(1)

(2)

Det geometriske stedet for toppunktet for en rett vinkel med
vinkelbein gjennom to faste punkter er sirkelen med linjestykket
mellom punktene som diameter.

Det geometriske stedet for punkter P hvis avstander PA og PB
til to faste punkter A og B har et konstant forhold

PA
- >

PB —
er en sirkel med sentrum pa linja gjennom AB. Denne sirkelen
kalles Apollonios sirkel.

k 0

Det geometriske stedet ligger symmetrisk om linja gjennom
AB og har to punkt M og N pa denne linja. Et punkt, M, deler
linjestykket AB utvendig mens det andre punktet, N, deler AB
innvendig. Fra et punkt P pa dette geometriske stedet utenfor
linja, trekker vi linjene PB, PM, PA, PN. I trekanten AABP
er na

PA NA

PB  NB
sa av setningen om halveringslinja til en vinkel i en trekant
folger det at PN halverer vinkelen i P. Helt tilsvarende fglger
det at PM halverer den utvendige vinkelen i P (den utvendige
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vinkelen i P er vinkelen mellom PA og forlengelsen av PB og
kalles ogsa nabovinkelen til ZAPB). Siden summen av den
innvendige og den utvendige vinkelen i P er m, ma de halve
vinklene ZAPM og ZAPN til sammen vare 5. Dermed er
ZMPN en rett vinkel og P ligger pa periferien til sirkelen som
har M N som diameter. Denne sirkelen danner derfor det sgkte
geometriske stedet.

5.2. Oppgaver.

(1) Konstruer den omskrevne sirkelen til en trekant.

(2) Konstruer den innskrevne sirkelen til en trekant.

(3) Konstruer ei linje som tangerer en gitt sirkel og passerer gjen-
nom et gitt punkt utenfor sirkelen.

(4) Konstruer ei linje som tangerer to gitte sirkler som ligger utenfor
hverandre.
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