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Massesenter (og tyngdepunkt)
» En "gjennomsnittlig" posisjon for hele massen (tyngden) til et
system eller et legeme.

» Hvis legemet / systemet har et geometrisk senter, ligger
massesenteret i sentrum (for eksempel ei kule, en terning)

Alle masse-

> Hvis legemet / systemet har en symmetriakse, ligger ;’e‘;’;’:ee':e"
massesenteret pa denne (for eksempel et hjul, et glass) beveger seg
> Skal vi balansere et legeme / system pa ett punkt, el UG

retning uten
at legemet
roterer

ma dette punktet ligge pa samme vertikale linje
som massesenteret (tyngdepunktet).

Et legeme kan behandles som en punktpartikkel med po-.sjon lik
massesenterets posisjon dersom det bare har translatorisk bevegelse,
ikke rotasjonsbevegelse.




Hvis tyngdepunktet er rett
over understottelsespunktet,
balanserer vi.

R0
Er tyngdepunktet l
IKKE rett over under- 1
stottelsespunktet,
faller vi.
Massesentersatsen

Nar et legeme pavirkes av ytre krefter, vil massesenteret
bevege seg som om all massen var konsentrert i det punktet
og var pavirket av en netto kraft lik summen av alle de ytre
kreftene pa systemet.

Er summen av ytre krefter pa
et system lik null, vil
massesenteret bevege seg
med konstant hastighet, og
bevegelsesmengden er bevart.

Se, en seilbat! Den seiler enda det er
blikkstille. Hvordan gar det for seg?




o Massesenter for et

m
z A
7 utstrakt legeme/system
4
/>
/I r;'q. —2—/70 ms -> -> ->
PPt F; F) myr;+ myrs+ msars+ .
127" S (o
>y m,+ m,+ my+ ...
-
X F>c|v| 3 > m.r.
Xy = MyX; + MyX, + MyXg+ ... xm;

m+ m,+ my+ ...

m,y, + myy, + myy, + ...

m,+ m,+ my+ ...

M,z + Myz, + Myzg+ ..

m,+ m,+ m,+ ...

- Eksempel: OPPG 3

Oppgave 3: Massesenter for jord-mane

| —

r=3,84-108m % .
5 ’ Pt

my, = 7,35 - 1022 kg
m, = 5,98 - 10%* kg

Symmetribetraktninger tilsier at CM ma ligge pa aksen C-C,,. Legger x-akse med sentrum i C,

MGt My, 0+ 7,35-102kg-3,84- 10 m
M mtm, ~ 5,98-10% kg + 7,35 1022 kg

Xem = 4,66-10°%m (altsd innei jorda, ved ca. 2/3 r))




Strategi for oppgavelgsing

Skriv fram tydelig hvordan du tenker! Skriv leselig!

LES Les oppgaven ngye
HV;U‘;ET SKRIV Skriv ned gitte stgrrelser og identifiser den ukjente variabelen
TEGN Tegn figur med gitte storrelser og data
Analyser problemet med utgangspunkt i grunnleggende fysiske
prinsipper og
ALY
HVA g: SI;(:IE/R skriv ned den ukjente variabelen og sammenhenger der den
SKALDU inngar sammen med storrelser du kjenner = regnestykke/
FINNE? likninger
REGN Regn ut{bruk symboler helt til den ukjente er isolert pa én side
ruk s rt pa én side]>
TOLK Tolk og vurdmlrregnmg: Sjekk enheter
HVA HAR
DU
FUNNET? | NYT OG Nyt mestringen og tenk gjennom hva du har lzert av a Igse
REFLEKTER | oppgaven

Uformelig, tredimensjonalt legeme:

N
Z

fem = fdm = Mfrdm

- Eksempel: OPPG 7 a




m+ my+ mq+ ...

mvy,+ myv, + My, + ...

v
CM(y) =
m1+ m2+ m3+

MV, + MV, + MV, + ...
m + my+ mq+ ...

Vem) =

- Eksempel: OPPG 7 a dm = %
-> _f?dm | X 5 i
Femg = — 57— ! I
CM f dm : : i
d 1
Xem = fxm = 1fxa’m =—fx¥dx
fdm M M
1 L
XcMm = —fx dx
L o
1 1 L2 L
Xem = — [122 )c2]L = - =
L 0 2 2
Hva skjer med massesenteret
nar legemet beveger seg?
dx dy, dz
LA _ = L =
ar = h dt Viy dr - Vi
myv, + myv, + msvs + ...
Vemx) =




9
Vo= AT
cM dt M
> >
> d (m1r1+m2r2+...)
Vem= .
M dt m+ m,+ ...
> ->
N muy;+my,+ ...
Vem = M

M > > 4 -> +

Total bevegelsesmengde er summen av
bevegelsesmengde for de enkelte partiklene

For et legeme der summen av de ytre kreftene er null, vil
massesenteret ha konstant hastighet.

Er det ytre krefter, vil massesenterets fart endre seg.

> _ d ‘Z:M o o

Aoy = dr Nar et legeme/system pavirkes

> > > av ytre krefter, beveger

Magy, = mqa; + mya,+ ... massesenteret seg som om all

> > > massen var samlet i det

LF=2XF +2F+.. punktet og var pavirket av en
> —> -> i

> F=YF +>F kraft lik summen av de ytre

indre ytre

N kreftene pa legemet/systemet.
>
Maq, =2 F

ytre




- Eksempel: OPPG 4 Y
l my="7?

m, = 0,10 kg
a) Massen til partikkelen i origo: , | > X
=0 Xem = 3,0 m x,=12,0m
Xem = myXy + My v,(0)=0 Enhetsvektor
m+ m, yeu(0) = (6,0 m/s)j ~ langs y-aksen
my = 0,3kg
c) Farten til partikkelen i origo (part. 1):
Myey=myvy +myv, =
bo Mrow  _ (03kgt0.10kg) (GOm0
m,
0,3 kg

Rotasjon — at noe snurrer
rundt — er et utbredt
fenomen i naturen.

Store og sma ting snurrer:
Galakser (stjernehoper),
sykkelhjul — og @grsma
elektroner.

~y




Begreper relatert til ROTASJON

» Radianer, vinkelhastighet, vinkelakselerasjon
» Bevegelsesligninger for rotasjon

» Rullebevegelse

» Kraftmoment T
» Treghetsmoment /
» Rotasjonskinetisk energi

» Spinn (anguleermoment, L) og spinnbevaring

Stivt legeme som

roterer ‘

P A

0 ==

Vinkelhastighet (i radianer/sekund)

do
® =
g7 RADIANER




Fart og vinkelfart (v og ®)

Lineaert (m/s) Anguleert (rad/s)
1% )
s/t o/t
s=rb
ds do
di "
V=row

Vinkelakselerasjon
do _d0
C=a T dr

Vi kan tenke pa ® og a. som vektorstgrrelser og
bruke hgyrehandsregelen for a finne
retningen.




Akselerasjon og vinkelakselerasjon (a og a)

Lineaert (m/s?) Anguleert (rad/s?)
a a
(Vv—vy)/t (w-a,)/t

Bevegelsesligninger for rotasjon
s=vyt+t1/2at 0=w,t+ 172 at

vV=y, + at w=w,tT at

Sammenhengen mellom lineaer

Sammeqhengen akselerasjon og vinkelakselerasjon
mellom lineaer

. atan —ro
fart og vinkelfart 5
_ 2 _(ro)
V=ro a =YX =—Z = ra’

rad r 7

10



9 Eksempel. OPPG 12 Et hjul dreier med konstant
: vinkelakselerasjon

o = 0,450 rad/s?

a)
O =0+l
;= 9 800rad  _ 1785
a 0,450 rad/s?
b) Hvor mange omdreininger?

0=Vai =% 0450rad/s? - (17,8 ) = 71,1 rad = 721;51 _ 11,3 runder

Rotasjonskinetisk energi

z £ M Vi tenker oss et legeme satt sammen av
> 4 .
"1," massepartikler med masse m,, m,, m; osv.,
/ m og med avstander ry, r,, r; osv. fra
é .
/A2 e my rotasjonsaksen.
,, ' 7 =T >
etaas I3

—1 2 —1 202

Vi definerer dette som
Eyincron) = 1/2(02 treghetsmoment, [
. [: Z m.]/’.z = ]/'2
Eyinrony= 721 o i 'l J 72 dm

11



- Eksempel: OPPG 20a Q@ U0 Qo

\\r
2 A = B
a) I =X mp, 0
— 2 2 "
=4 mrz r2 = (0,200 m)2 + (0,200 rn)2
r2=0,08 m?2
=4 -0,200 kg -0,08 m?
= 0,064 kgm?
Rod about
Solid cylinder or Hoop about Solid center
disc, symmetry axis symmetry axis sphere /
l 2 2 2 2> I 2
I==MR* I=MR? =ZMR* I=—MI?
5 I=3<MR 7
I =L pMR? ; ; .
¢ +M? I= = MR? I==MI’
Solid cylinder, Hoop about Thin spherical Rod about
central diameter diameter shell end
Merk: Samme legeme kan ha ulike treghetsmomenter
avhengig av hvilken akse det roterer rundt!
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A rulle uten & gl

Nar et hjul eller ei kule ruller uten a gli, er kontaktpunktet mot
bakken instantant i ro, dvs. det er ingen bevegelse (ingen glidning)
mellom hjulet og bakken.

Nar massesenteret har flyttet seg /”
en distanse s, har hjulet rotert

vinkelen 8 om sitt massesenter.

—

Oq I';('(.'Il'l'i E

v, = ds/dt = d(OR)/dt = oR .,

;
com

* Rolling viewed as a combination of pure rotation
and pure translation

(a) Pure rotation - (&) Pure translation

- -

V=

(¢) Rolling motion

F —- -
Veom V="Veom
i . N

>
- —

= =y y =1

lC()I'ﬂ 1’(‘0111

=

Ren rotasjon Ren translasjon (f.eks Rulling: Kontaktpunktet
glidning uten friksjon) mot bakken er instantant
iro
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Total kinetisk energi ved rulling

Vi kan se pa den kombinerte bevegelsen som en kombinasjon av
at massesenteret flytter seg lineaert og at legemet roterer om en
akse gjennom massesenteret.

If not slipping Total kinetisk energi for bevegelsen:

then v
w=-" —O

[ &

E. =% Mv?y,+% [

- Eksempel: OPPG 33

Radius R —

\

Kapplop!

Sphere All mass M

Hvilken kom-
mer fgrst ned?

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hoocyl2.html#cl
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Lo = 2/5MR2
Mgh =" MV + Y2 [ &?
Irin :MR2
Mgh = Ve + Vo CHMR (Ve /R)? £
]sylinder = 12MR?
gh= "%Vt % Cvoyf , Hvilken kommer
| generen = CMR forst ned?
2gh= vy (1+C) - Den som
konverterer
o _  2gh stgrst andel av
(1+C) sin potensielle
Farten ved bunnen avhenger hverken av massen energi til
eller radien til det rullende objektet — kun av translatorisk
massefordelingen (treghetsmomentet). kinetisk energi
og minst andel til
Det objektet der C er minst, vil ha starst v, ved rotasjonskinetisk
bunnen av banen — altsa kula! energi!

Parallellakseteoremet

I, = I ,+Md?

Treghetsmomentet for en akse giennom massesenteret er
mindre enn treghetsmomentet for enhver annen parallell akse.

15



Kraftmoment

T=rxF
7T=r Fsin @ ‘
o« &/ Easy'
I Y .
o007
- 0

—> Eksempel: OPPG 29 a og b |— R

N\ F
Beregn kraftmomentet fra kraften F om punkt 9(),@:\)'; |20.0\>\
O i hver av folgende 6 situasjoner. I hvert (a) (b)

tilfelle har objektet som kraften brukes pé, en

lengde pa 4,00 m, og kraften er pd 15,0 N.

a) t=rxF =L -F-s5in90°=400m- 150N = 60,0 Nm

\/3=

b) t=rxF =L'F'Sin120°=4,00m°15,ON°7 52,0 Nm




Samme kraft pa alle stavene. Hvilken far stgrst
vinkelakselerasjon?

-

—
ST

Denne far stgrst vinkelakselerasjon.

Massen er liten, og massesenteret er naer
rotasjonsaksen.

_
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Treghetsmoment igjen!

F=ma

Kraft = masse - ( linezer ) akselerasjon

=1 o

Kraftmoment = treghetsmoment - vinkelakselerasjon

v

ZA

Kraftmoment: Enkel utledning

Vi ser pa et lite masseelement m, i et legeme

som roterer om z-aksen.
Hvilken virkning har kraften F, pa rotasjonen?

Vi skjgnner at bare krefter tangentielt til banen
kan bidra.

M4 4an) a,,, = ra

= m;r;a

18



Balansere hammer pa fingertupp:
Hodet opp eller hodet ned?

Kan dere bruke begrepene

Igmftméhvent, treghetsmoment og
"""vinke/akselerasjon til 8 resonnere
rundet dette spgrsmalet?

Arbeid i rotasjonsbevegelse

dW=F,, ds
dW=F,, RdO
dW=1d8 Hvis T er konstant:
W = f?cz dé W= tA0

01

(lineaert: W = F As)

19



SPINN!

Hvis
kraftmoment er «rotasjonens svar pa kraft»,

er
spinn «rotasjonens svar pa bevegelsesmengde»

SPINN

Spinnet er bestemt av rotasjonshastigheten og
hvordan massen er fordelt rundt rotasjonsaksen.

s .
Liten fart og/eller massen Stor fart og/eller mye masse
samlet naer midten — lite spinn langt fra midten — stort spinn

20



Z’ — — Spinnvektoren er rettet

= X
! k vinkelrett pa det planet
rotasjonsbevegelsen foregar i.
9
dL - vV
dt dt
L
=0
dL_> s — - Endringen i spinn er lik kraft-
F = rxF= 1 momentet fra nettokraften pa
partikkelen - tenk pa
dpP
i 2 F

Spinn (angularmoment),T_>

[=]l®

21



Bevaring av spinn

Ingen eksterne kraftmomenter:
SPINNET ER BEVART!

Bevaring av spinn -

en fundamental naturlov

Isdanseren sparker fra mot isen og gir seg selv et visst spinn.

Sa trekker hun armene inn mot kroppen. Da snurrer hun fortere, slik at

spinnet er det samme som fgr hun trakk inn armene.
_ "

>
_ ETTER:
FAR: Liten Stor fart
fart, mye mye '
masse masse
langt ute naer
midten

22



- Eksempel: OPPG 35
m=0,3 kg

En stein pa 0,300 kg har en horisontal fart pa v=12m/s
12,0 m/s. Hva er spinnet til steinen om et punkt E\

O pa bakken i det gyeblikket da steinen befinner AN

seg over og til venstre for O slik at avstanden fra \§ m

steinen til O er 8,0 m og linjen mellom steinen 370 \\\

og O danner en vinkel pa 37° med bakken? \C

—_—
L
L= 8m-03kg-12m/s - sin (180°-37°)
L

= 17 kgmz/S Retning?

https://www.naturfag.no/forsok/vis.htm|?tid=481067

Det gjelder a aldri slutte a undre seg...

Fysikerne Wolfgang Pauli (t.v.) og Niels Bohr (t.h.) var to av kvante-
fysikkens fedre. Her studerer de en snurrebass av typen "tippetopp”.
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