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Abelprisen for 2006 er tildelt

Lennart Carleson, KTH, Stockholm

Professor Lennart Carleson vil motta Abelprisen for 2006 av Hans Majestet Kong Harald under en seremoni i Universitetets aula, tirsdag 23. mai 2006 kl. 1400. 

I dette bakgrunnsnotatet skal vi gi en beskrivelse av Carleson og hans arbeider. Beskrivelsene omfatter presise gjengivelser av hans viktigste resultater og forslag til populære framstillinger av de samme resultatene.  I tillegg refererer vi komitéens begrunnelse og Carlesons personlige vita.

Notatet er skrevet av Abelprisens matematikk-formidler Arne B. Sletsjøe og baserer seg på Abel-komitéens begrunnelse og forutgående diskusjon, relevant faglitteratur, samt diskusjoner med  medlemmer av Abelkomitéen. Alt stoffet er fritt til bruk for media, enten direkte eller i bearbeidet versjon. 

Oslo, 23. mars 2006
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Innledning

I forbindelse med utdelingen av Abelprisen og ved andre anledninger hvor matematisk forskning blir gjenstand for en viss oppmerksomhet fra samfunnet, så dukker spørsmålet opp, om hva dette kan brukes til. Underforstått, hvilken nytte kan du og jeg ha av de oppdagelser som f.eks. Carleson har gjort. Ved fjorårets tildeling av Abelprisen til Peter D. Lax var det lett å gi et populært svar på det spørsmålet, hans arbeider har dannet et teoretisk grunnlag for oljeutvinningen på norsk kontinentalsokkel. Lax hadde, satt på spissen, finansiert sin egen Abelpris og vel så det. Og det var et svar omverdenen var fornøyd med, her var det én fra denne litt nerdete verdenen av matematikere som hadde gjort noe matnyttig, og derfor vel verdt en pris!

Årets prisvinner er ikke i samme kategori som Peter D. Lax. Lennart Carleson er en svært teoretisk matematiker, riktignok ikke av de mest abstrakte, men hans arbeider dreier seg om problemstillinger av hovedsakelig teoretisk interesse. Hovedresultatet om ”konvergens nesten overalt for Fourier-rekker av kvadratisk integrerbare funksjoner” har liten praktisk nytteverdi for hver enkelt av oss i vår travle hverdag. Det samme kan man si om ”eksistensen av en kaotisk attraktor for Hénon-avbildningen”. Bare ordene kan jo skremme vekk selv den tøffeste. 

Men begge disse emnene har også en mer praktisk side enn den Carleson har jobbet med. Det første emnet er en del av Fourier-analysen, et 200 år gammelt matematisk verktøy som er alfa og omega i all ingeniørkunst. Uten Fourier-analyse hadde vi ikke hatt biler, TV, høye hus eller vaksiner. Ja tilværelsen ville vel kanskje minnet litt om den som våre forfedre opplevde på Niels Henrik Abels tid. 

Det andre emnet kalles dynamiske systemer. Dynamiske systemer og moderne værvarsling er som hånd i hanske. Uten teorien for dynamiske systemer er vi tilbake til tradisjonelle værtegn, lavtflyvende svaler og ”Morgen rød gjør aften blød”. Sikkert godt nok til de fleste formål, men begrenset meteorologisk kunnskap har skapt mange sorgtunge fisker-enker. 

Litt selv-provokativt kan vi gi følgende historiebeskrivelse, Fourier skapte Fourier-analysen for 200 år siden. Denne milepælen har vært avgjørende for vår teknologiske utvikling. Nærmere 160 år senere beviste Carleson at Fourier hadde rett, det teoretiske fundament han intuitivt bygget sin teori på holder vann. Ingeniørene som i flere generasjoner har boltret seg med ulike konstruksjoner har endelig fått sitt teoretiske godkjent-stempel.

Så, ved utdelingen av Abelprisen for 2006 til ”problemløseren” av eldgamle teoretiske problemer, Lennart Carleson fra broderlandet, trenger vi nok en gang å stille opp et forsvar for den teoretiske matematikken, for bruken av samfunnets penger på  folk som sitter og grubler på gamle nøtter uten snev av praktisk nytteverdi.  

Forsvaret har kun ett argument og det er dette: Historien har gang på gang vist at anvendt og teoretisk matematikk henger tett sammen. Nyvinninger på det ene området er alltid motivert av erfaringer på det andre. Teoretisk matematisk forskning bidrar til grunnlaget for den kunnskapen som skal til for å hindre klimakatastrofer, for å forbygge kollapser i verdensøkonomien og for å utvikle vaksine mot AIDS og fugleinfluensa. 

Årets Abelprisvinner formulerer dette i et debattinnlegg: ... Matematiken i vetenskapen kan liknas vid ett träd. Roten och stammen är matematikerna. Här skapas begrepp och metoder; vi utreder hur olika begrepp förhåller sig till varandra. Från stammen grenar trädet ut. Först i kraftiga grenar som t. ex. strömningsteori eller sannolikhetsteori. Strömningen blir olika behandlad om den t. ex avser gas, som så småningom leder till väderprognoser eller vätskor som är olika om de är lättflytande eller viskösa, varma eller kalla, elektriskt laddade eller magnetiserade. Allt leder till olika teorier och specialister, alla med det gemensamma matematiska språket. Förståelsen av detta språk och förmågan att - passivt eller aktivt - hantera det, är därför grundläggande i ett modernt samhälle och kan sägas vara basen för ett lands framgång. Denna kompetens måste omfatta alla nivåer.

Matematikernes oppgave er å drive med matematikk, historikerne studerer historien og politikere driver med politikk. Når samfunnet samtidig er utstyrt med kloke hoder som kan bygge broer, så kan store ting skje.

Abelprisen er en matematikkpris. Den deles ut til den mest verdige matematikeren, uten å skjele til hvilken nytte vedkommendes arbeider har hatt for deg og meg i vår hverdag. Prisen skal være en stimulans for den intellektuelle virksomhet, for nysgjerrighet og innovasjon, og en anerkjennelse av at det menneskeskapt univers av tanker og idéer som matematikken er, er viktig for menneskehetens utvikling. Lennart Carleson er en meget god modell for nettopp denne retorikken.

Hvem er Lennart Carleson?

Lennart Axel Edvard Carleson ble født 18. mars 1928 i Stockholm. Han studerte ved Universitetet i Uppsala hvor han tok sin doktorgrad i 1950, under veiledning av den store svenske matematikeren Arne Beurling. Bare 26 år gammel ble han professor ved Universitetet i Stockholm, men vendte året etter tilbake til Uppsala og et professorat der. Han har siden holdt professorater både ved University of California, Los Angeles og ved Kungliga Tekniska Høgskolan i Stockholm.

I perioden 1968-84 var han direktør ved Institut Mittag-Leffler på Djursholm, rett nord for Stockholm. Gösta Mittag-Leffler bygde dette storslagne huset på slutten av 1800-tallet som bolig, bibliotek og et sted hvor den kulturelle og akademiske eliten kunne samles. Etter Mittag-Lefflers død i 1927 var det nokså stille under trærne i parken på Djursholm. Carleson så imidlertid hvilket potensial stedet hadde, sørget for finansiering og la grunnlaget for det Institut Mittag-Leffler som det internasjonale matematikermiljøet kjenner i dag, et senter der forskere fra hele verden står i kø for å henlegge sin forskning i kortere eller lengre perioder. 

Carleson var i 23 år, fra 1956-79 redaktør for Acta Mathematica, et meget tradisjonsrikt tidsskrift som har sin base nettopp på Institut Mittag-Leffler.

I perioden 1978-82 var Carleson president i den internasjonale matematikk-unionen. Han var en pådriver for innlemmelse av Folkerepublikken Kina i unionen, et på den tiden storpolitisk anliggende. 

Tre ganger har Carleson vært invitert foredragsholder ved den internasjonale matematikk-konferansen, hvorav én gang som plenumsforeleser. Dette betraktes innen det internasjonale matematikermiljøet som meget prestisjetungt. 

Carleson er honorær doktor ved flere universiteter og han er innvalgt korresponderende medlem av en rekke Videnskaps-akademier, bl.a. Det Norske Videnskaps-akademi og Det Kongelige Norske Videnskabers Selskab. Han har mottatt en rekke utmerkelser for sitt arbeid, bl.a. Leroy P. Steele Prisen fra The American Mathematical Society i 1984, Wolf Prisen i 1992, Lomonosov Gullmedaljen fra det russiske vitenskapsakademiet i 2002, Sylvester-medaljen fra Royal Society i 2003 og altså Abelprisen som det foreløpige høydepunkt i 2006.

Hvorfor har han blitt tildelt Abelprisen for 2006?

Komitéens sammenfattende begrunnelse er:

for hans dype og grunnleggende bidrag innenfor harmonisk analyse og til teorien for glatte dynamiske systemer.

Litt (svært) forenklet kan man dele matematikere inn i to kategorier, teoribyggere og problemløsere. De fleste har litt av begge deler i seg, men noen er mer typiske enn andre. Carleson passer godt inn i kategorien ”problemløser”. Han er kjent for å ha tatt tak i gamle, vanskelige problemer som han så har klart å løse, til dels ved hjelp av uhyre kompliserte metoder. Komitéen forklarer dette i sin begrunnelse på en litt poetisk måte:

Carleson er alltid langt foran de store massene. Han er kun interessert i de vanskeligste og dypeste problemene. I det øyeblikket problemet er løst lar han alle andre få invadere det kongeriket han har oppdaget. Selv reiser han videre til enda villere og fjernere land i det vitenskapelige univers.

Komitéen trekker fram tre spesielle problemer som Carleson har løst, hvorav ett stilles noe foran de andre. Det er et problem innen feltet harmonisk analyse, formulert av franskmannen Jean Baptiste Joseph Fourier i 1807. Det dreier seg om muligheten av å beskrive vilkårlige funksjoner ved hjelp av pene bølgefunksjoner.  Fourier var ofte litt omtrentlig og upresis i sine formuleringer og det var den russiske matematikeren Lusin som på 1920-tallet presiserte problemet. Han skrev i et arbeid fra 1913 at han regnet med at resultatet var sant, uten at han kunne bevise sin påstand. Problemet fikk derfor navnet Lusins formodning. På tross av iherdige forsøk var det ingen som klarte å bevise formodningen før Carleson i 1966 brøt gjennom og omgjorde Lusins formodning til Carlesons teorem om ”konvergens nesten overalt av Fourier-rekker til kvadratisk integrerbare funksjoner”.

De to andre problemene komitéen vektlegger i sin begrunnelse er ”Corona-problemet” og et problem innen dynamiske systemer knyttet til Hénon-avbildningen. Corona-problemet er et rent matematisk problem som tar for seg funksjoner definert på en sirkelskive. I hvilken grad kan man si hva som skjer med disse funksjonene på kanten av sirkelskiven, når man vet hva som skjer på det indre området? Navnet Corona-problemet henspeiler på den lysende ringen man ser rundt den formørkede solskiven under en total solformørkelse. Carlesons resultat har ingen ting med astronomi å gjøre, her er det snakk om at matematikere (i dette tilfelle japaneren Kakutani i begynnelsen av 1940-tallet) har navngitt et problem etter en assosiasjon til et mer allment kjent fenomen.

Hénon-avbildningen er oppkalt etter astronomen Michel Hénon og refererer til et arbeid fra 1976. Både innen astronomi og meteorologi har det vist seg hensiktsmessig å beskrive fenomener ved et matematisk modell-apparat som kalles dynamiske systemer. Et vanskelig problem innenfor denne teorien er å fastslå hvorvidt et system har en såkalt ”strange attractor”, eller på norsk en kaotisk attraktor. 

Hénon-avbildningen beskriver en måte å hoppe fra punkt til punkt i planet. Når vi starter i et punkt kan flere ting skje. Vi kan hoppe mer og mer i retning av ett bestemt punkt, vi kan havne i en bane hvor vi hopper rundt og rundt mellom et endelig antall punkter eller vi kan forsvinne ut i det uendelig fjerne. Men det er også mulig at vi under Hénon-avbildningen havner i et område hvor vi ikke kommer ut igjen, men at vi innenfor området opplever en tilsynelatende kaotisk oppførsel, vi hopper hit og dit og fram og tilbake, uten annen regelmessighet enn at vi faktisk holder oss innenfor området. Et slikt område kalles en kaotisk attraktor, attraktor fordi hoppene har en tendens til å havne innenfor, kaotisk fordi avbildningen oppviser en kaotisk oppførsel når vi har kommet inn.

En datamaskin kan lett gjøre de (tusenvis av) beregninger som trengs for å visualisere problemstillingen, men maskinen kan aldri gi et formelt og teoretisk bevis for eksistensen. Carleson viste i 1991, sammen med sin landsmann Benedicks, at Hénon-avbildningen har en kaotisk attraktor. Dette var faktisk det første beviset som ble gitt for eksistens av en kaotisk attraktor. 

Da Carleson på 80-tallet begynte å interessere seg for dynamiske systemer, var dette for han et nytt forskningsfelt. At en matematiker på nærmere 60 år på denne måten kaster seg over noe helt nytt er i seg selv noe uvanlig, men at han i løpet av ikke alt for lang tid løser et av de største problemene kan vel bare karakteriseres som oppsiktsvekkende. Det styrker ikke akkurat myten om at matematikk er "a young man’s game"!

Komitéen trekker i sin begrunnelse også inn Carlesons fagpolitiske arbeid, selv om dette ikke er noen hovedårsak til at han får Abelprisen. Carleson har gjennom hele sitt virke som matematiker vist stor interesse for matematikkens rolle i samfunnet. Han har engasjert seg i debatten om matematikk i skolen og i likhet med sine kolleger i andre land gitt uttrykk for bekymring over fallende regneferdigheter. Som president i den internasjonale matematikkforeningen (IMU) i perioden 1978-82 var han en meget aktiv pådriver i arbeidet med å integrere Folkerepublikken Kina i det internasjonale matematikersamfunnet. Og hjemme i Sverige bygget han på 70-tallet opp Mittag-Leffler-instituttet til et av verdens mest attraktive matematikklaboratorier, sentre der matematikere fra hele verden kan komme sammen og i en tilbaketrukket atmosfære jobbe med aktuelle problemstillinger. 

Komitéen konkluderer sin begrunnelse med Carlesons brede interesse og hans betydningsfulle rolle både som fagmann og som fagpolitiker: Lennart Carleson er en framragende vitenskapsmann med bred visjon for matematikk og for matematikkens rolle i verdenssamfunnet. 

Populære framstillinger av Carlesons resultater

Konvergens av Fourier-rekker

En måte å beskrive Carlesons konvergens-sats for Fourier-rekken til en kvadratisk integrerbar funksjon er via lydbølger. Vi kan identifisere en funksjon med en lyd, ved at grafen til funksjonen beskriver svingningene i en membran. En komplisert funksjon vil normalt gi en nokså bråkete lyd, mens en glatt og regelmessig bølgefunksjon vil gi en klokkeklar tone, som fra en stemmegaffel. 

Lyden fra musikkinstrumenter vil i denne sammenheng kunne framstilles som bestemte sammensetninger av slike glatte, rene stemmegaffel-bølger, i matematisk språkdrakt kalt harmoniske svingninger. Instrumentenes overtonemønster, eller deres individuelle lydbilde, er karakteristiske summer av rene harmoniske svingninger med bølgelengder som er heltallige produkt av en grunnbølgelengde. En del blåseinstrumenter har relativt få framtredende overtoner, mens f.eks. fiolinen er nettopp preget av sitt store mangfold av overtoner. 

Fouriers problem kan formuleres i denne settingen på følgende måte: Kan et orkester, om mulig med uendelig mange og vilkårlig små instrumenter, spille enhver tenkelig lyd?

Med en relativ stor grad av omtrentlighet kan vi si at Carleson i sitt arbeid fra 1966 gir et positivt svar på dette spørsmålet og at han faktisk gir et rigorøst matematisk bevis for påstanden. 
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Figuren gir et lite innblikk i hvordan denne tilnærmingsprosessen foregår. I dette tilfellet starter vi med en funksjon som er 1 på intervallet fra 0 til ( og -1 mellom ( og 2(, illustrert ved den stiplede linja. Den første tilnærmingen er med en ren harmonisk svingning, merket med N=1. Vi ser at tilnærmingen ikke er veldig god. Hvis vi tar med 5 ledd, tegnet inn som kurven N=5, ser vi at tilnærmingen blir mye bedre. Slik kan vi fortsette, jo flere ledd vi tar med, jo mer lik blir den nye kurven lik den opprinnelige ”firkantkurven”. 

Den presise formen på N=5-kurven i dette eksempelet er 
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og man kan lett gjette seg til hvordan vi kan fortsette tilnærmingen med flere og flere ledd. Et interessant poeng med akkurat denne kurven er de to ”hornene” som dukker opp rett til høyre for x=0 og rett til venstre for x=(. Det viser seg at selv om vi tar med stadig flere ledd klarer vi ikke å bli kvitt dem. De blir etter hvert smalere og smalere, men de blir ikke borte. Dette fenomenet kalles Gibbs fenomen og dukker opp i en mengde tilsvarende eksempler.

Beviset for Carlesons konvergens-resultat skal vi ikke prøve oss på her, der tar vi komitéens advarsel alvorlig: Beviset for dette resultatet er så vanskelig at det i over 30 år sto mer eller mindre isolert fra resten av den harmoniske analysen. Det er først i det siste tiåret at matematikere har forstått den generelle teorien for operatorer som denne satsen er en del av, og dermed har kunnet bruke Carlesons fruktbare ideer i sine egne arbeider.
Corona-teoremet og Carleson-mål
I matematisk litteratur brukes ordet teorem, og av og til sats, synonymt med det kanskje mer forståelige hovedresultat. Slike hovedresultater har en tendens til å få navn, Fermats siste sats, Abels addisjonsteorem, algebraens fundamentalteorem eller mer dagligdagse navn som trekant-ulikheten, spektral-satsen eller Corona-teoremet.
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Carlesons Corona-teorem henspeiler på solas korona, den ringen av lysende materie rundt sola som kun kan observeres ved totale solformørkelser.  Carleson har aldri vært noen ekspert på solas indre (eller ytre) liv, men han har bevist et vanskelig teorem som har fått navnet sitt fra sola. Det var japaneren Kakutani som på  begynnelsen av 1940-tallet kom med en formodning som da ble kalt Corona-problemet. En formodning er ikke det samme som et teorem, en formodning er ikke bevist! Dette er et triks matematikere av og til bruker. I noen situasjoner er man overbevist om at et resultat er rett, selv om man ikke klarer å bevise det. Alle eksempler taler for, og i mange spesialtilfeller kan man faktisk bevise resultatet formelt. Men man får altså ikke til det siste resonnementet som skal til for å si at resultatet er bevist. Hva gjør man da? Legger alt i skuffen og prøver å glemme det? Nei, man stiller opp en formodning som man så publiserer på samme måte som man gjør med ferdig beviste resultater. Og så kaller man det en formodning. Og er man heldig så oppkaller ettertiden formodningen etter formoderen, selv om noen helt andre faktisk klarer å bevise resultatet. 

Dette var altså skjebnen til Corona-problemet, en formodning alle trodde på, men ingen kunne bevise. Hva det dreide seg om? Corona-problemet tar for seg bestemte funksjoner definert på en sirkelskive. Randa til denne sirkelskiven er en sirkel. Dersom disse funksjonene oppfører seg pent (?) innenfor sirkelen, hvor mye krøll kan de da ”finne på” på selve sirkelen?  Carlesons teorem gir et svar på dette spørsmålet. Og analogien med koronaen? Sirkelskiven er sola og det som skjer på randa, altså på sirkelen, svarer til koronaen.

Dette resultatet av Carleson er også et eksempel på hvordan løsning av ett problem har hatt betydning for andre problemer. I Carlesons bevis for Corona-problemet introduserer han et mål. Et mål er i denne forbindelse en måte å tilordne et positivt tall til en gitt mengde. F.eks. kan man definere et mål på tallinjen ved at et intervall får tilordnet sin lengde. Eller at en mengde i planet får tilordnet sitt areal. Carleson har behov for å måle lengden av visse kurver han konstruerer på sirkelskiven og introduserer et mål i den hensikt. I ettertiden har dette målet selvfølgelig blitt kalt Carleson-mål og det har vist seg å være et usedvanlig nyttig hjelpemiddel innen flere matematiske fagfelt.

Hénon-avbildningen

Det nyeste arbeidet som komitéen trekker fram i sin begrunnelse for å gi Abelprisen til Lennart Carleson stammer fra perioden 1985-1991 og kulminerer med Carleson og Benedicks avhandling fra 1991 hvor de beviser at Hénon-avbildningen har en kaotisk attraktor. Dette arbeidet ligger innenfor fagfeltet dynamiske systemer. For å få et innblikk i hva det dreier seg om skal vi gå tilbake til 1960, til MIT i USA. Der drev meteorologen Edward Lorenz på med å lage gode modeller for været, slik meteorologer har for vane å gjøre. Lorenz hadde det som vi etter dagens standard ville kalle en svært primitiv regnemaskin til hjelp når han skulle gjøre de enormt antall regneoperasjoner som skal til for å prediktere vær. I grove trekk foregår nemlig moderne værvarsling ved at man ser på de fysiske lover som gjelder og på det utgangspunktet man har for vind, fuktighet, trykk etc. akkurat nå. Ved hjelp av denne beskrivelsen beregner man størrelsen på de samme parametrene et lite tidsintervall senere, så enda et tidsintervall senere, enda ett senere osv. for så å ende på en spådom for morgendagens vær. Lorenz var nødt til å forenkle det hele, ned til tre parametere, disse tre ga han så hver sin verdi og så begynte han å ”sveive maskinen”, altså gjøre gjentatte beregninger. 

Historien sier nå at Lorenz en dag forsøkte å fortsette en kjøring han hadde startet dagen før. Han startet omtrent halvveis av så langt han var kommet, puttet inn de aktuelle tallene og startet maskinen. Til å begynne med stemte det hele med det han hadde observert dagen i forveien, men plutselig begynte verdiene å avvike fra gårsdagens tall, først bare litt, men avviket akselererte voldsomt og før han visste ordet av det hadde modellen prediktert noe fullstendig annerledes enn den hadde gjort dagen før. Hvordan kunne dette skje? Likningene var de samme, startpunktet var det samme, regnemaskinen var den samme, likevel ble svaret forskjellig? 

Forklaringen var at det var ikke de samme verdiene. Lorenz rundet av det fjerde desimalet da han startet andre dag. Dermed var det en forskjell i utgangspunktet. Men kunne en forskjell på en 10 000-del forårsake en slik katastrofe? Vi tar det vanligvis for gitt at en liten forskjell i input gir en liten forskjell i output. Men her var det ikke slik. Og grunnen var at prosessen er bygget på gjentakelser der foregående resultat blir neste premiss. Et lite avvik som blir litt forstørret ved hvert step, vil etter mange step føre oss ut i det ukjente. Lorenz hadde oppdaget det som siden er blitt kalt sommerfugl-effekten innen meteorologi, nemlig at et enkelt slag med vingene til én sommerfugl i Beijing i mars kan føre til at august-orkanene i Atlanterhavet får et fullstendig annerledes forløp! 

Vi skal la alle vær- og andre fysikalske konsekvenser av Lorenz´ oppdagelse ligge og konsentrere oss om det matematiske innholdet. Ved å bruke kraftige regnemaskiner var det ikke vanskelig å lage illustrasjoner av Lorenz-systemet. Men det var ikke det samme som at man hadde noen særlig innsikt i den matematiske strukturen, og det så heller ikke ut til at noen skulle være i stand til å skaffe seg denne innsikten. 

I 1976 presenterte astronomen Michel Hénon en  forenklet versjon av Lorenz´ system. Hénons diskrete dynamiske system hadde to viktige ingredienser. Det var mye enklere å regne på enn Lorenz-systemet og i  likhet med Lorenz-systemet oppviste det en kaotisk attraktor. Hénon-systemet er beskrevet ved en avbildning T av planet inn i seg selv gitt ved regelen 
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(man kan godt bruke andre koeffisienter enn 1.4 og 0.3, men det er disse som vanligvis brukes i eksempler). Ved denne regelen vil punktet (0, 0) avbildes på punktet (1, 0), punktet (1, 0) avbildes på (-0.4, 0.3) som igjen avbildes på (1.076, -0.12), osv. I dette tilfellet havner vi inne i attraktoren, kurven som er illustrert i figuren nedenunder. Det samme er tilfelle om vi begynner med punktet (0, 0.2918), men ikke om vi begynner med (0, 0.2919). Da vil vi rask forsvinne langt ut i det uendelig fjerne. Dette er enkelt å programmere på et regneark. Skriv følgende i de fire rutene øverst til venstre på regnearket:

	(
	A
	B

	1
	0
	0

	2
	=1+B1-1,4*A1*A1
	=0,3*A1


Kopier nå feltene A2 og B2 nedover på A- og B-kolonnene så langt man måtte ønske, gjerne i 10 000 rader. Hvis man nå merker alle feltene A1:B10000 og trykker på graf-symbolet på toppen av regnearksiden, velger XY (scatter) og dernest alternativet uten noen hjelpestreker, så får man et bilde av Hénon-attraktoren, omtrent som på figuren under.

Punktene i denne mengden dukker opp på en tilsynelatende usystematisk måte, ett her, ett der, det er først når vi nærmer oss noen tusen punkter at vi ser de store linjene. Så viser det seg at det vi tror vi ser ikke er hele sannheten. Hvis vi forstørrer opp de litt tykke linjene i attraktoren dukker det stadig opp nye detaljer, linjene er ikke linjer, men en samling linjer. Forstørrer vi videre ser vi at det samme gjentar seg, enkeltlinjene splitter alltid opp i enda mindre enkeltlinjer. Vi sier at attraktoren har fraktal natur. 
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Men så dukker dette virkelig vanskelige spørsmålet opp. Hvis vi gjør 10 000 beregninger på denne måten, eller vi gjør 10 000 000 beregninger, så får vi omtrent det samme bildet, flere beregninger vil bare avdekke mer av den fraktale strukturen. Men hvordan kan vi vite at vi ikke plutselig fyker ut i det uendelig fjerne, slik tilfellet er etter at vi har gjort ca. 35 iterasjoner når startpunktet er (0, 0.291807922563607)?  Er dette virkelig en attraktor? 

Carleson og Benedicks presenterte et formelt bevis for at verden er akkurat slik vi tror den er, at det finnes en kaotisk attraktor. Det er ikke slik at noe uforutsett skjer hvis vi gjør millioner av milliarder av gjentakelser. Er vi først innenfor denne merkelige mengden, ja så blir vi der. Problemet kan kanskje virke søkt og litt snevert for en ikke-matematiker. Men dette er matematikk og ikke meteorologi eller fysikk. Og derfor er det tvingende nødvendig at man vet og ikke bare tror. 

Kakeyas nålproblem

Dette fjerde problemet som komitéen nevner i sin begrunnelse er ikke et problem hvor Carleson har kommet med et epokegjørende gjennombrudd slik tilfellet er med de tre forannevnte problemene. Imidlertid har Carleson sammen med sin student Sjölin bevist et resultat som har vist seg å ha betydning i studiet av dette problemet og særlig dets generaliseringer. Siden problemet har en nokså allmenn innfallsvinkel tar vi med en beskrivelse av det.

[image: image34.png]


Vi dypper en nål i blekk og legger den på et papir. Oppgaven går ut på å vri nålen 180 grader rundt uten å løfte den fra papiret. Vi har lov å skyve den fram og tilbake mens vi dreier den, omtrent som vi gjør når vi snur bilen rundt på en parkeringsplass. Spørsmålet er hvor stort areal på arket som er farget av blekk når vi er ferdig, og spesielt om det finnes en nedre grense for dette arealet når vi velger en optimal måte å gjøre snuoperasjonen. Dette problemet er kjent som Kakeyas nålproblem, formulert av japaneren Kakeya i 1917.

La oss anta at nålen har lengde 1. Vrir vi nålen rundt midtpunktet vil vi ha fargelagt et område med areal ((0,52(0,78. Dette er opplagt ikke optimalt; vi kan helt sikkert klare oss med en likesidet trekant med høyde 1 og med areal tilnærmet lik 0,58. Og enda bedre en hyposykloide (kurven som framkommer fra et punkt på et lite hjul som triller rundt inne i et større hjul) med diameter 1. Denne har areal 0,39. Men alle disse svarene er gale, rett svar er at flaten kan gjøres så liten vi bare vil! Det ble bevist av russeren Besicovitch i 1928. Hans mengde besto av et stort antall meget lange og smale trekanter, omtrent som grenene på et juletre i et barns strek. Det gjelder å kjøre fram og tilbake veldig mange ganger, og bare svinge litt hver gang.

I dag er det generaliseringer av dette problemet som er på dagsordenen og her er det Carleson-Sjölins resultat om Fourier multiplikatorer kommer inn som et standard verktøy.

Presise (matematiske) formuleringer av Carlesons resultater

Konvergens av Fourier-rekker

La f være en integrerbar funksjon definert på intervallet [-(,(]. Vi definerer den m-te Fourier-koeffisienten  til f  ved 
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Den n-te delsummen til funksjonen f er gitt ved
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Teorem (Carleson).

Dersom f(x) er kvadratisk integrerbar, så konvergerer sn(x) mot f(x) nesten overalt.

L. Carleson; On Convergence and Growth of Partial Sums of Fourier Series. Acta Mathematica, Volume 116, pp. 135-157.

Corona-problemet

Teorem (Carleson).

La B være Banach algebraen av begrensede analytiske funksjoner på den åpne enhetsdisken i  det komplekse plan under den naturlige normen. La f1,(,fn være gitte funksjoner i B slik at 
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for et reelt tall (. Da er I(f1,(,fn) = B.

L. Carleson; Interpolations by Bounded Analytic Functions and the Corona Problem. Annals of Mathematics, Volume 76, No. 3, November 1962, pp. 547-559.
En alternativ formulering:

La M være mengden av maksimale idealer i B (definert over). Siden kvosienten B/m for et maksimalt ideal m er isomorf med de komplekse tall C kan vi på en naturlig måte identifisere m med en homomorfi (m: B(C slik at m=ker((m(. Det gir oss en naturlig avbildning (: M(D av M inn i den lukkede enhetsdisken i det komplekse planet, gitt ved ((((=((z( der z er identitets-avbildningen på disken. Kontinuitet av ( sikrer at (((z((((z((1. For ethvert element ( i det indre D0 av enhetsdisken kan vi danne det maksimale idealet m( bestående av alle funksjoner med et nullpunkt i (. Siden z-( ligger i m( så vil

(((m((=(m((z(=(m((z-(+((=(m((z-((+(m((((=(
og vi får en naturlig embedding av den åpne enhetsdisken D0  inn i M. Komplementet til D0 avbildes ved ( på enhetssirkelen(((=1, og for hvert komplekst tall ( med absoluttverdi 1 kan vi danne fiberen M(=(-1(((. Denne fiberen inneholder homomorfier som svarer til ”evaluering i (”, i anførselstegn siden homomorfiene egentlig ikke er definert på randa. Nå har vi imidlertid følgende resultat (hentet fra K. Hoffman: Banach spaces of Analytic functions, Prentice-Hall, 1962):

La f være en funksjon i B og la ( være et punkt på enhetssirkelen. La {(n} være en følge av punkter i den åpne enhetsdisken D0 slik at (n ((. Anta videre at grensen ( av følgen at f ((n) også eksisterer. Da finnes en kompleks homomorfi ( i fiberen M( slik at  ((f)=(.
Det kan altså a priori finnes en mengde ”evalueringshomomorfier” på enhetssirkelen, svarende til ulike måter å tilnærme seg punktet (. Det er dette mangfoldet som har gitt opphavet til navnet ”Corona-problemet”. Carlesons resultat sier at D0 er tett i M, dvs at hele koronaen ligger i tillukningen til den åpne disken.

I Carlesons bevis for Corona-teorem introduserer han et bestemt mål, som av ettertiden er gitt navnet Carleson-mål.

Definisjon 

La ( være et ikke-negativt mål på den åpne enhetsdisken D0 i det komplekse planet og anta at

((S) ( C(h

for alle mengder S på formen
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Da kalles ( et Carleson-mål.

Carleson trenger denne definisjonen til å vise følgende resultat. Vi lar 
[image: image7.wmf], 1<p<( være Banach-rommet av analytiske funksjoner f  definert på det indre av den komplekse enhetsdisken D0 under normen
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Teorem (Carleson)

La ( være et ikke-negativt mål på D0. Da er ( et Carleson-mål hvis og bare hvis 
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for alle 
[image: image10.wmf], 1<p<( og hvor Cp er en konstant.
Eksistens av en kaotisk attraktor for Hénon-avbildningen

Hénon-avbildningen er definert som det diskret-tid-dynamiske systemet gitt ved 
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Vi kaller avbildningen T. I Hénons opprinnelige eksempel var a=1,4 og b=0,3.

Teorem (Benedicks, Carleson).
La 
[image: image12.wmf] være den ustabile mangfoldigheten til T ved dens fikspunkter i x,y > 0. Da vil det for alle c < log2 eksistere en b0 > 0 slik at for alle 0 < b < b0 så eksisterer det er mengde E(b) av positivt en-dimensjonalt Lebesgue-mål slik at for alle a i mengden E(b):

(i) Det finnes en åpen mengde U=U(a,b) slik at for alle z i U,

dist
[image: image13.wmf] når 
[image: image14.wmf].

(ii) Det finnes et punkt z0=z0(a,b)
[image: image15.wmf] slik at 

a.  
[image: image16.wmf]er tett i 
[image: image17.wmf];

b. 
[image: image18.wmf].

M. Benedicks, L. Carleson; The dynamics of the Hénon Map. Annals of Mathematics, Volume 133, No. 1, 1991, pp. 73-169.
Her står DT for den Jacobi-matrisen til T.

Hénon-attraktoren er fraktal, glatt i en retning og en Cantor-mengde i en annen. Numeriske estimater antyder en korrelasjonsdimensjon på 1,42 ( 0,02 (Grassberger, 1983) og en Hausdorff-dimensjon på 1,26 ( 0,003 (Russel, 1980) for attraktoren til den kanoniske avbildningen.

I klartekst sier Benedicks-Carlesons resultat at Hénon-avbildningen har såkalte kaotiske attraktorer for en ikke-tom (t.o.m. av positivt mål) mengde av parameterverdier.

Bakgrunnsmateriale
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Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

Joseph Fouriers var den tolvte av i alt femten søsken. Han viste tidlig gode evner, både innen litteratur og i matematikk, men valgte likevel å utdanne seg til å bli prest. Han var ikke selv sikker på om det var er riktig valg, han følte vel kanskje at det var matematikk som lå hans hjerte nærmest. Etter hvert ble også hans interesse for politikk vekket og han ble med i den lokale revolusjons-komitéen. Dette var i årene etter den franske revolusjon i 1789 og som ofte i historien ”spiser revolusjonen sine barn”. Fourier ble arrestert og var selv redd for å havne i giljotinen, men ble heldigvis løslatt etter noe tid. I 1795 ble han tatt opp i første kull av studenter ved École Normale i Paris og fikk matematikkundervisning av Lagrange, Laplace og Monge, tre av de største matematikerne i Europa på denne tiden. Samtidig begynte han å undervise ved École Polytechnique uten at han i første omgang drev noe særlig egen forskning.

I 1798 ble Fourier med på Napoleons felttog til Egypt som vitenskapelig rådgiver. Felttoget var til å begynne med svært vellykket, men i slaget om Nilen snudde lykken. Lord Nelson ble for sterk og Napoleon og hans menn ble etter nederlaget nærmest holdt som fanger i Egypt. Fourier benyttet tiden godt og var sterkt involvert i arbeidet med å bygge opp utdannings- og forskningsinstitusjoner i Kairo, etter fransk mønster. Hans hovedinnsats var å organisere arbeidet med en beskrivelse av Egypts geografi og historie, og han skrev selv en innledning som ennå idag regnes som et gjennombrudd i egyptologien.
Tilbake i Paris ble Fourier etter noe tid nærmest tvunget inn i politikken av Napoleon, som nå hadde besteget tronen. Fourier ville heller drive med matematikk, men man motsa ikke Keiseren. Som Prefekt i Isère-regionen hadde han imidlertid tid til å forske og det var i denne perioden (1807) han publiserte sitt arbeid om varmeledning i faste stoffer der harmoniske funksjoner dukker opp. Arbeidet ble ikke godt mottatt av samtiden, men ettertiden har visst å sette større pris på Fouriers tanker. Faktisk er avhandlingen fra 1807 opphavet til begrepet Fourier-analyse, et fagfelt som har vist seg å ha enorm betydning og som i dag er helt sentralt i enhver ingeniørstudents hverdag. Det er også i denne avhandlingen problemet som Lennart Carleson løste i 1966 og som han får Abelprisen for i 2006 dukket opp.

Fouriers liv etter denne avhandlingen var preget av hans noe ambivalente forhold til Napoleon og at 1807-avhandlingen hans på mange måter var veldig kontroversiell. Han fikk maktposisjoner og innflytelse, men levde i konstant fare for å falle i unåde. Han var berømt, men samtidig omstridt blant samtidens matematikere.

Intitut Mittag-Leffler
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Institut Mittag-Leffler ble grunnlagt i 1916 av Gösta Mittag-Leffler og hans kone Signe, født Lindfors. Driften av instituttet ble overtatt av Det Konglige Svenske Vitenskaps-Akademiet i 1919. 

Gösta Mittag-Leffler (1846-1927) var en innflytelsesrik svensk matematiker og forretningsmann. I likhet med Lennart Carleson var han utdannet i Uppsala hvor han fikk sin doktorgrad i 1872.  Etter lange utenlandsopphold, i Paris, Berlin og Helsingfors returnerte han til sin fødeby Stockholm og bekledde det første matematikkprofessoratet ved det nye universitetet i byen. Mittag-Leffler hadde som akademiker mange jern i ilden, bl.a. grunnla han tidsskriftet Acta Mathematica, et prestisjetungt tidskrift som fortsatt kommer ut i regi av Institut Mittag-Leffler.

Gösta Mittag-Leffler var hele sitt liv bibliofil og hans boksamling ble etter hvert nokså imponerende. Med sin kones arvede, og etter hvert sine egne egentjente penger, kunne han nærmest kjøpe det han ville og det han ikke brukte på bøker, brukte han på å bygge seg et lite palass på Djursholm, et overklasseområde rett nord for Stockholm. I sitt testamente, som han offentliggjorde på sin 70-årsdag i 1916, la Mittag-Leffler grunnlaget for en stiftelse med det formål å fremme forskning i ren matematikk i de skandinaviske landene. Stiftelsen skulle drifte det store biblioteket på Djursholm og samtidig understøtte et forskningsinstitutt med rik tilgang til stipendier for unge matematikere, etter modell av Institut Pasteur i Paris. I 1916 var Mittag-Lefflers formue så stor at dette i høyeste grad var realistiske planer, men krakket i 1922 forandret situasjonen dramatisk og ved Mittag-Lefflers død i 1927 var det lite tilbake til å realisere kongstanken. 

I årene som fulgte ble Institut Mittag-Leffler liggende i sin ufrivillige dvale, helt til Lennart Carleson overtok som direktør i 1969. Carleson skaffet instituttet en ny finansiell basis gjennom bidrag fra Wallenberg-stiftelsen og noen forsikringsselskaper. I tillegg ble det inngått kontrakter om støtte fra forskningsrådene i Sverige, Finland, Danmark og Norge. Dette gjorde det mulig for Carleson å starte oppbyggingen av det instituttet som Mittag-Leffler hadde skissert i sitt testamente. Et fellestrekk ved Mittag-Leffler og Carleson var deres omsorg for unge matematikere og i instituttet som sto fram i Carlesons regi var denne gruppen viet spesiell oppmerksomhet. Carleson ble sittende som direktør fram til 1984 og ga fra seg et institutt som tegnet til å bli noe stort. 

I dag er instituttet en av de mest attraktive forsknings-institusjoner i verden i sitt slag, besøkt av hundrevis av matematikere hvert år, og blant dem også de aller fremste.  Forskningsfeltene ved instituttet skifter hvert år og stadig nye matematikere får mulighet til å oppleve Gösta Mittag-Lefflers storslagne bibliotek og ta del i seminarer i den gamle spisestuen hvor både Ibsen og Strindberg har nytt godt av matematikkprofessorens gjestfrihet i en svunnen tid. I det akademiske året 2001/2002 var Lennart Carleson selv tilbake ved instituttet, som en av tre ledere for et år med tittelen Probability and Conformal Mappings.
Fourier-analyse

La f være en funksjon definert på de reelle tall. Vi sier at f er periodisk med periode T dersom f oppfyller f(x+T)=f(x) for alle reelle tall x og T er det minste tallet med denne egenskapen. Typiske eksempler på periodiske funksjoner er sin(kx) og cos(kx).

Teorem

La f være en kontinuerlig på I=[-(, (]. Anta at rekka
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konvergerer uniformt mot funksjonen f på intervallet I. Da har vi 
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[image: image21.wmf]  n=1,2,...

Definisjon
Koeffisientene an og bn kalles Fourier-koeffisientene til f, og rekka
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kalles Fourier-rekka til f.

Eksempel
La f være funksjonen som er 1 på intervallet [0, (] og -1 på [-(, 0]. Da har vi 
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for n odde og bn=0 for n jevn. Det gir Fourier-rekke
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Diskrete dynamiske systemer

Dynamiske systemer er ofte beskrevet ved hjelp av differensiallikninger. Likningene modellerer sammenhengene mellom et fysisk systems endringer og dets tilstand. For å forstå det fysiske systemets utvikling over tid er det nødvendig å kunne integrere systemet, dvs. at vi finner løsninger for differensiallikningene, enten analytisk som kompakte formler eller numerisk ved utstrakt bruk av regnemaskiner. Et eksempel på et dynamisk system er denne modellen hentet fra økologi. Vi ser på to arter som konkurrerer om plassen i et geografisk avgrenset område. Den ene arten lever av å spise den andre. Vi lar x=x(t) være bestanden av jegerdyret, mens y=y(t) er bestanden av byttedyret, begge deler ved tidspunktet t. Vi kan nå stille opp et system av diff.likninger som beskriver utviklingen av de to bestandene
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Dermed har vi skaffet oss et dynamisk system. Løsningene til systemet vil beskrive utviklingen av de to dyre-populasjonene over tid.


I et diskret dynamisk system er tidsparameteren gjort om til en diskret størrelse. Likningene som inngår i systemet beskriver neste tilstand som en bestemt funksjon av den forrige. Et enkelt eksempel er det som kalles den diskrete logistiske vekstmodell, gitt ved 
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La oss anta at x0=0,5 og se hva slags utvikling vi får. I tabellen lar vi konstanten k anta fire forskjellige verdier. Vi får fire forskjellige forløp; for k=1,5 får vi et såkalt fikspunkt, dvs. etter hvert stabiliserer xn seg på en fast verdi, i dette tilfellet 0,3333... . For k=3,2 får vi en annen likevektstilstand, to forskjelllige verdier for xn og regelmessig veksling mellom dem. For k=3,5 har vi noe av det samme, men denne gangen er det fire verdier vi alternerer mellom. I alle disse eksemplene observerer vi en attraktor, eller en mengde som systemet over tid vil bevege seg mot. For k=3,9 derimot får vi en helt ny situasjon, utviklingen blir kaotisk, tilsynelatende uten noe lett gjenkjennelig system.

	n
	k=1,5
	k=3,2
	k=3,5
	k=3,9

	1
	0,3750
	0,8000
	0,8750
	0,9750

	2
	0,3515
	0,5120
	0,3828
	0,0950

	3
	0,3419
	0,7995
	0,8269
	0,3355

	4
	0,3375
	0,5128
	0,5008
	0,8694

	5
	0,3354
	0,7995
	0,8749
	0,4426

	6
	0,3343
	0,5130
	0,3828
	0,9621

	7
	0,3338
	0,7995
	0,8269
	0,1419

	8
	0,3335
	0,5130
	0,5008
	0,4750

	9
	0,3334
	0,7995
	0,8749
	0,9725

	10
	0,3333
	0,5130
	0,3828
	0,1040

	11
	0,3333
	0,7995
	0,8269
	0,3634

	12
	0,3333
	0,5130
	0,5008
	0,9022



Den logistiske vekstmodellen er et eksempel på et en-dimensjonalt dynamisk system. Hénon-avbildningen er et eksempel på et to-dimensjonalt system.
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I likhet med det en-dimensjonale systemet har også dette systemet fikspunkter, dvs. verdier slik at at xn+1=xn og yn+1=yn. Disse finner vi ved 
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I Hénons standardeksempel er konstantene a=1,4 og b=0,3. Det gir for det ene fikspunktet, xn ( 0,63135 og yn ( 0,18941. Hénon-avbildningen har en kaotisk attraktor (bevist av Carleson og Benedicks), en mengde som er slik at dersom systemet først har kommet seg inn i attraktoren, så vil det forbli der, men internt i attraktoren har vi en kaotisk utvikling. 

Referanser til illustrasjoner

Fourier-analyse
http://www.falstad.com/fourier/

http://www.jhu.edu/~signals/fourier2/

http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/fourier/fourier.html

Hénon-avbildningen
http://www.cmp.caltech.edu/~mcc/Chaos_Course/Lesson5/Demo1.html 

http://library.thinkquest.org/26242/full/fm/fm12.html

http://www.cs.laurentian.ca/badams/Attractors2D/HenonApplet.html
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