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ORTOGONALE
FUNKSJONSSYSTEMER

Ortogonale funksjonssystemer spiller
en viktig rolle i mange matema-
tiske disipliner. Grunnideen er &
forsgke a finne et begrenset antall
”basisfunksjoner” som kan fungere
som byggestener, slik at alle andre
funksjoner kan bygges opp av disse. I
tillegg gnsker vi at basisfunksjonene har
sa ”snille” egenskaper at denne byggin-
gen ikke blir for komplisert.

For 400 ar siden introduserte filosofen
og matematikeren René Descartes det som

i ettertiden har fatt navnet kartesisk
koordinatsystem. Ideen med et slikt
system er at man pa en enkel mate

kan beskrive beliggenheten til et punkt.
Vi trenger kun et
refereransesystem.
1, | Referansesystemet
er bestemt av tre
essensielle  karak-
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(=1.5,=2.5)1 5 | retningen pa aksene
. . og en malestokk. I
tillegg krever vi at aksene star normalt pa
hverandre. I forhold til et slikt system kan
vi entydig beskrive posisjonen til et punkt,
og regne den ut uten alt for store vanske-
ligheter. Posisjonen til et punkt relativt til
referansesystemet uttrykkes ved punktets
koordinater med hensyn pa akse-retningene
og malestokken.

Denne enkle ideen kan vi generalisere til
mer abstrakte anvendelser. I stedet for punk-
ter i rommet ser vi pa funksjoner. Ko-
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ordinatakser erstattes med spesielle basis-
funksjoner og skalarproduktet som bestem-
mer koordinatverdiene byttes ut med et mer
generelt indreprodukt. Akkurat som ko-
ordinatene til et punkt beskriver punktets
komponent i en bestemt retning, vil koor-
dinatene til en funksjon langs med en av
basisfunksjonene beskrive funksjonens ”kom-
ponent” i denne retningen. Dersom basis-
funksjonene star normalt pa hverandre, dvs.
at deres innbyrdes indreprodukt er 0, sier
vi at familien av basisfunkisjoner utgjor et
ortogonalt funksjonssystem. Dersom bas-
isfunksjonene i tillegg er normalisert, som i
den generaliserte settingen betyr at indrepro-
duktet av basisfunksjonene med seg selv er 1,
bytter vi betegnelsen ortogonal med begrepet
ortonormal.

Det er vanlig a bruke notasjonen (f, g) for
indreproduktet mellom to funksjoner f og g.
Indreproduktet har mange gode egenskaper,
bl.a. vil indreproduktet av en funksjon med
seg selv alltid veere et ikke-negativt tall. Kun
én funksjon skal ha indreprodukt med seg selv
lik 0, og det er den konstante funksjonen 0.

Det finnes mange forskjellige ortogo-
nale funksjonssystemer. Mest bergmt er
Fouriers trigonometriske systemer der bas-
isfunksjonene er trigonometriske funksjoner
sinnxr og cosnx for varierende verdier av
n =1,2,.... I dette tilfellet kan vi definere
indreproduktet av to funksjoner som

(fra)=[ f)g(t)dt
og det er lett a forvisse seg om at f.eks.

(sinnzx, cosmz) =0

Men tilsvarende resultat gjelder uansett



hvilke av de gitte trigonometriske funksjonene
vi velger, sa lenge de ikke er like.

En viktig anvendelse av trigonometriske
funksjoner er a tolke dem som lydbglger av
ulik frekvens.
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Figuren viser en illustrasjon av en tre-tone
dur-akkord. Denne kan vi na ”teste” mot en-
kle sinus-svingninger med ulik frekvens. A
teste betyr i denne sammenheng at vi reg-
ner ut indreproduktet av denne svingningen
med basisfunksjonene sinnz. Siden disse
funksjonene er innbyrdes ortogonale vil in-
dreproduktet veere 0 bortsett fra i de tilfellene
der vi presis treffer med en av svingningene
som inngar i treklangen. Pa denne maten
kan vi rent teoretisk dekomponere lyden i
dens enkelte bestanddeler. Enkelte begavede
mennesker kan ogsa gjgre dette i praksis, jfr.
anekdoten om den 14-arige Mozart som skrev
ned notene til Allegris Miserere etter a ha
hert den framfgrt under en gudstjeneste i
Vatikanet.

Det vi aller helst gnsker oss for et ortog-
onalt funksjonssystem er at det er komplett.
Anta at vi har gitt et ortogonalt funksjon-
ssystem, @1, P2, ¢3,... (som vi gjerne kan
anta er ortonormalt ved ganske enkelt a dele

hver funksjon med indreproduktet med seg
selv) og vi gnsker a dekomponere en annen
funksjon f. Vi regner ut verdien av kompo-
nentene

(f d5)

og setter dem sammen til en ny funksjon
F=> (f.0))¢
J

Pa grunn av ortonormaliteten av systemet,
vil denne funksjonen ha den gode egenskapen
at

F=7

Spersmalet er om vi ogsa har f = f. Der-
som dette med sma modifikasjoner er riktig,
sa sier vi at det ortogonale funksjonssystemet
er komplett. Det vil ikke alltid veere slik,
men nar det er tilfelle, har vi skaffet oss et
sveert godt utgangspunkt for a kunne bruke
systemet til a oppna viktige resultater.

Siden basis-funksjonene i dette eksempelet
kan tolkes som stasjonsere svingninger med
varierende frekvens, vil systemet veere veleg-
net til a dekomponere funksjoner av samme
natur. Andre funksjoner, med mer ure-
gelmessigheter og bra endringer, vil ikke
veere like enkle a rekonstruere ved hjelp av
trigonometriske basis-funksjoner. Dersom en
funksjon pa en eller annen mate beskriver
en digitalisering av et fotografi, vil de delene
av bildet som er sveert homogene, f.eks. en
bla himmel, kunne oppfattes som stasjoneere.
Mens konturer og kontraster vil vaere utpreget
ikke-stasjonaere.



For a beskrive slike bra endringer kan man
kombinere Fouriers trigonometriske basis-
funksjoner med en sakalt vindus-teknikk, dvs.
at man kun betrakter en liten del av en har-
monisk svingning. Denne metoden har imi-
dlertid noen begrensninger. For a kunne
lokalisere bra endringer i signalene, eller i
funksjonen som beskriver dem, vil vi trenge
et smalt vindu. Jo smalere vindu, jo mer
presis kan vi beskrive hvor endringen skjer.
Konsekvensen er at vi "ser” en alt for liten
del av basis-funksjonen til a kunne fastsla
frekvensen. Den ekstreme ytterligheten vil
veere at vi reduserer vinduet til kun ett punkt.
Men en sveert kortvarig knepp vil ikke veere
nok til a fastsla frekvensene til lyden som
inngar i kneppet. Uskarphetsrelasjonen i sig-
nalbehandling sier at jo mer presis vi kan
fastsla nar endringen skjer, jo vanskeligere
er det a avgjore hva endringen innebeerer,
og omvendt. For a optimalisere informasjon-
sinnhentingen ma vi stadig variere vindus-
bredde og frekvens, og systemet bli ungdig
komplisert og ineffektivt.

I den moderne wavelet-teorien, introdusert

av Jean Morlet og utviklet til en robust
matematisk teori av Yves Meyer, omgar man
til en viss grad disse vanskelighetene.

Meyers wavelet

Grunnlaget for denne teorien er a etablere en
felles "moder-wavelet”. Denne ene og samme
funksjonen legges sa til grunn for a konstruere
hele det ortonormale funksjonssystemet. I til-
legg til at funksjonene blir svaert ensartet, de
har pa sett og vis samme form, noe som i
matematisk sett er sveert gunstig. Moder-
waveleten kan f.eks. se ut som en skalert
del av en bglgefunksjon, slik som i Meyers
wavelet. Nar vi har behov for a gke vin-
dusbredden til denne waveleten ”strekker” vi
bare hele waveleten ut . Siden formen pa
waveleten er konstant vil gkt bredde bety
redusert frekvens og omvendt. Dermed vil
basis-funksjonene veere skreddersydd for a re-
dusere problemene forarsaket av uskarhetsre-
lasjonen. Den andre bonusen er selvfglgelig
at moder-waveleten sammen med alle sine
"strekkinger” danner et ortogonalt funksjon-



ssystem som i mange sammenhenger i tillegg
vil vaere komplett.

Meyers wavelet, presset sammen

Meyers wavelet, strukket ut

Med Meyers generelle teori pa plass, var det
bare for ettertiden a sette i gang a produsere
moder-waveleter egnet for et eller annet spe-
sifikt formal, uten a matte bekymre seg for
om systemet av basis-funksjoner tilfredsstilte
ortogonalitets-kravet. Det hadde Meyer tatt
hand om pa et helt generelt grunnlag.



