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Innledning

Dette kompendiet er skrevet for emnet MEK1100 — “Feltteori og vektoranalyse”
ved Universitetet i Oslo. Pensum i emnet er todelt, matematikk og fluidmekanikk.
Matematikken som dekkes er, som navnet antyder, feltteori og vektoranalyse. Em-
net er samtidig en introduksjon til fluidmekanikk forankret i kalkulus, feltteori og
vektoranalyse. Saledes illustreres feltteori og vektoranalyse med anvendelser innen
fluidmekanikk.

Feltteori og vektoranalyse er et matematisk sprak spesielt godt egnet til a be-
skrive ulike disipliner innen matematisk fysikk, kanskje spesielt elektromagnetisme
og fluidmekanikk. Av alle mulige anvendelser er det utvilsomt fluidmekanikk som er
mest igynefallende og intuitiv ettersom det er bortimot umulig a ikke legge merke
til bevegelser i vaesker og gasser i dagliglivet.

Kompendiet vil bli brukt sammen med boka “Vector Calculus” av P.D.Matthews
[5] som dekker de matematiske delene av pensum ganske grundig. Den boka gir ikke
en grunnleggende introduksjon til fluidmekanikk og varmetransport, det forsgker
derimot dette kompendiet & gi.

Som alternativ og utfyllende tekst til dette kompendiet, kan boka “Feltteori og
vektoranalyse” av Bjorn Gjevik og Morten Wang Fagerland (GF) [2] anbefales, den
har tradisjonelt blitt brukt i MEK1100 i senere ar.

Som utfyllende tekst til “Vector Calculus” av P.D.Matthews [5] og til de ma-
tematiske delene av dette kompendiet, kan boka “Flervariabel analyse med lineser
algebra” av T.Lindstrem & K.Hveberg (LH) [3] som brukes i MAT1110 anbefales.

Forfatteren takker naveerende og tidligere kolleger og studenter pa Matematisk
institutt ved UiO for inspirasjon til a skrive dette kompendiet. Inspirasjon har ogsa
blitt hentet fra bgkene “Div, Grad, Curl, and All That” av H.M.Schey [7] og “Vector
Calculus” av Marsden & Tromba [1].

Det er dessuten inspirerende a vite at tilsvarende pensum star beskrevet i boka
“Teoretisk Fysikk” av Vilhelm Bjerknes [I| publisert i Oslo 1929. Forelesningene i
MEK1100 blir na gitt i Vilhelm Bjerknes Hus ved UiO.



Kapittel 1

Introduksjon

1.1 Vektorer, skalarer og felt
En god start er a tolke emnets navn:

MEK1100 — FELT-TEORI OG VEKTOR-ANALYSE

De understrekede ordene ma tolkes, og vi starter bakerst:

Analyse
Dette ordet antyder at vi kommer til & derivere og integrere.

Vektor

Vi kan like godt utvide til skalar, vektor, dyade, og tensor av rang n:

En skalar er noe som har en stgrrelse som kan angis med ett tall. Eksempler er:
tid ¢, lengde [, fart (engelsk “speed”) v, masse m, trykk p, tetthet p, temperatur 7.

En vektor er noe som har bade stgrrelse og retning. Eksempler er: posisjonsvektor
r, hastighet (engelsk “velocity”) v, akselerasjon a, kraft F.

Legg spesielt merke til at vi skal angi en posisjon ved en posisjonsvektor r som
har utgangspunkt i et referansepunkt, som vi skal kalle origo, og som peker pa den
aktuelle posisjonen.

For & angi storrelsen eller lengden til en vektor kan vi bruke et par vertikale
streker slik: v = |v| (fart = stgrrelsen til hastighetsvektoren), r = |r| (avstanden fra
origo til et punkt = lengden til posisjonsvektor).

En enhetsvektor er en vektor med lengde 1. Vi kan konstruere en enhetsvektor ved
a ta en vilkarlig vektor og dele den med sin lengde. En enhetsvektor i posisjonsvektor
sin retning er folgelig 2, = r/r.

Vi skal insistere pa forskjellig notasjon for skalarer og vektorer. Dersom v angir
en fart (som er en skalar), si kan den korresponderende hastigheten (som er en
vektor) angis med fet skrift v eller med pil over ¥ eller med strek under v, eller
med notasjonen v eller med annen notasjon som tydelig skiller vektor og skalar fra
hverandre. I dette kompendiet skal vi bruke fet skrift v.

Vi er helt enig i bemerkningen pa side 165 i LH (Lindstrom & Hveberg) [3] at
hastighet (engelsk “velocity”) er vektoren v, mens fart (engelsk “speed”) er skalaren



v = |v|. Vi mener det er uheldig at disse to begrepene blandes, for eksempel ved &
si hastighet nar vi egentlig mener fart.

En dyade kan vi se for oss som to vektorer stilt opp etter hverandre, ab. En
alternativ notasjon som ofte brukes er a ® b, men vi skal foretrekke ab. Dyaden har
folgelig to retninger, fgrste retning gitt ved a og andre retning gitt ved b. Rekkefgl-
gen er vesentlig, ab # ba. Dersom vi tenker oss at a har retning mot nord og b har
retning mot vest, og dersom vi i tillegg tenker oss at forste vektor angir bevegelses-
retning og andre vektor angir synsretning, sa er det apenbart ikke det samme & ga
mot nord og se mot vest eller a ga mot vest og se mot nord.

En tensor av rang n kan vi se for oss som n vektorer stilt opp etter hverandre.
Nok en gang er rekkefglgen vesentlig. Vi innser at en skalar er en tensor av rang 0,
en vektor er en tensor av rang 1, en dyade er en tensor av rang 2, etc.

Felt

Vi bruker betegnelsen “felt” (engelsk “field”) om noe som avhenger av posisjon 7,
og som i tillegg er entydig definert som funksjon av posisjonen.

Vi bruker tilsvarende betegnelsen “prosess” om er noe som avhenger av tid ¢.

Vi skal ofte studere egenskaper som bade avhenger av posisjon r og tid ¢, og i
sa fall skal bruker vi betegnelsen “felt” i betydningen at egenskapen er en entydig
funksjon av posisjon r for hvert tidspunkt ¢.

Vi har skalarfelt, vektorfelt, og tensorfelt av rang n.

Eksempel pa skalarfelt: Trykk p(r,t), tetthet p(r,t), temperatur T'(r,t).

Eksempler pa vektorfelt:

e Posisjonsvektor r er apenbart en entydig funksjon av posisjon r.
e Vindhastighet v(r,t) er entydig funksjon av posisjon r for hvert tidspunkt ¢.

e Tyngdens akselerasjon g(r). Vi vet at stgrrelsen er omtrent g = |g| = 9.81
m/s® pa jordas overflate og retningen er inn mot jordas sentrum.

e Tyngdekrafta F' = mg som virker pa en masse m.

e Newtons gravitasjonslov sier at tyngdekrafta fra et legeme med masse M pa
et legeme med masse m med innbyrdes avstand r er gitt ved F = —G%ir
hvor GG er den universelle gravitasjonskonstanten og 2, er en enhetsvektor som
peker fra legemet med masse M mot legemet med masse m.

Eksempler pa vektorstgrrelser som vi ikke skal kalle felt:
Folgende krefter som kan virke pa legemer eller partikler skal vi ikke kalle “felt”
fordi de ikke oppfyller kravet om a veere entydig bestemt av posisjon:

o Friksjonskraft F = —puwv
e Coriolis kraft F = mwv x €

e Lorentz kraft F' = quv x B+ qF



Her er v hastigheten til legemet eller partikkelen, u er en friksjonskoeffisient, m er
massen til partikkelen, € er vinkelhastigheten til jorda (vi skal leere mer om den
snart), ¢ er den elektriske ladningen til partikkelen, B er magnetisk felt, og E er
elektrisk felt. Vi skal ikke jobbe med elektromagnetisme i MEK1100, derfor er det
ikke ngdvendig for oss a forsta hva Lorentz kraft er.

Vi skal ikke anse disse tre kreftene som “felt” fordi de ikke trenger & veere entydig
definert som funksjon av posisjon. Nar vi jobber med disse tre kreftene gnsker vi
nemlig at partikkelens hastighet v skal kunne veere vilkarlig, ikke entydig gitt som
funksjon av posisjon. Friksjon er altsa ikke en feltstorrelse fordi den avhenger av
hvordan bevegelsen skjer og ikke bare av hvor bevegelsen skjer.

Eksempel
Du kjgrer langs en vei og ser dette skiltet:

Er dette en angivelse av fart eller hastighet?
Svar: Dette er en fart fordi skiltet ikke sier i hvilken retning man skal kjgre.

1.2 Vektor algebra, rettvinklede hgyrehands syste-
mer, rettlinjede og krumlinjede koordinater

Som tidligere nevnt kan vi angi et punkt P ved en posisjonsvektor r» som starter i
et referansepunkt O som vi kaller origo. Denne maten a angi punktet P avhenger
ikke av koordinater. Dette er illustrert i figuren.

\ Z
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Alternativt kan vi representere punktet P ved hjelp av koordinater. De kartesiske
koordinatene er velkjent, i tredimensjonalt rom kaller vi de ofte for z, y og z. De
tilhgrende aksene star normalt pa hverandre. Et punkt P kan fglgelig angis ved sine
koordinater (x,y, z). Origo O er punktet med koordinater (0,0, 0).

Sporsmalet er hvordan vi kan representere posisjonsvektoren r ved hjelp av ko-
ordinater. Vi skal gjore dette ved hjelp av enhetsvektorer som peker i koordinatret-
ningene. Disse definerer vi pa folgende mate:

Du stdr i et punkt. Hold alle koordinatene konstant. @k én av koordinatene
litt. Hvilken retning beveger du deg?

Svaret gir en vektor som peker i retningen til den utvalgte koordinaten. Deretter kan
vi sgrge for at denne vektoren far enhets lengde.

Dersom vi ser tilbake pa figuren ovenfor, og gjgr denne gvelsen i punktet P, og
deretter i origo O, og sa i et hvilket som helst annet punkt, sa vil vi oppdage at
enhetsvektorene i koordinatretningene til de kartesiske koordinatene er de samme
overalt, de er ikke funksjoner av posisjon. Da sier vi at det kartesiske koordinat-
systemet er rettlinjet (engelsk “rectilinear”). Dette er faktisk en av de viktigste
egenskapene til de kartesiske koordinatene!

Vi skal la enhetsvektorene til henholdsvis {x,y, z} fa navn {i,j,k}, og de har
altsa enhets lengde |i| = |j| = |k| = 1.

Vi kan na skrive posisjonsvektoren fra O til P som r = x2 + yj + zk. Vi ser
at koordinatene til P er (x,y,z) og komponentene til posisjonsvektoren r til P
ogsa er (x,y,z). Vi trenger altsa ikke ta stilling til om notasjonen (x,y, z) betyr
koordinatene til punktet eller komponentene til posisjonsvektor til punktet. Vi skal
snart se at dette ikke gjelder for koordinater som ikke er rettlinjet!

Skalarprodukt
La a = a,% + ayj + a.k og b = bi + b,j + bk, da er skalarproduktet (som vi
skal benytte oss av) folgende

a-b=a,b, +ayb, + a.b,.

Lengden til en vektor
Lengden til en vektor uttrykkes som |a| = v/a - a.

Enhets vektor
Vi kan lage en enhets vektor i @ sin retning ved i, = a/|al.

Vinkelen mellom to vektorer
Vinkelen § mellom to vektorer a og b er gitt ved a - b = |a||b| cos 6.

Ortogonale vektorer

Dersom vinkelen er slik at cosf = 0, dvs. vinkelen er 90° eller 270°, sa sies
vektorene & veere ortogonale eller a sta “vinkelrett” eller “normalt” pa hverandre.

Vi angir ortogonalitet med symbolet L.

Merk at dersom a -b = 0 sa er enten @ L b eller a = 0 eller b = 0. Det er
meningslgst & snakke om at en null-vektor er ortogonal.



Rettvinklet koordinatsystem
Nar enhetsvektorene langs de tre koordinataksene star vinkelrett pa hverandre
vil multiplikasjonstabellen for skalarproduktet mellom enhetsvektorene se slik ut:

For a finne ut om et koordinatsystem er rettvinklet kan vi undersgke om multi-
plikasjonstabellen for skalarproduktet mellom enhetsvektorene til koordinatene ser
slik ut.

Skalarprodukt mellom dyade og vektor

Skalarproduktet skal gjores mellom de to vektorene som star nsermest prikken,
pa hver side av prikken, med mindre noe annet er eksplisitt sagt. Vi har allerede
nevnt at det dyadiske produktet ikke kommuterer. Vi kan vise at det ikke spiller
noen rolle hvilen av operasjonene vi gjor fgrst

ab-c=(ab)-c=a(b-c)

sa det er ikke ngdvendig a skrive parentes, men for praktisk regning er det mindre
arbeidskrevende & regne ut skalarproduktet fgrst.

Eksempel: Laa =1+27 ogb=1%—3 og ¢ =1+ 37, da kan vi enten regne ut
dyaden fgrst

ab-c=(ab)-c= (it —1j +2ji —257)- (¢ +3j) =1 +2j —3t — 65 = -2t — 435
eller alternativt kan vi regne ut skalarproduktet forst
ab-c=ab-c)=(1+25)(1—-3)=—-2(¢+2j) =21 —4j

Vi legger merke til at det siste alternativet medfgrer mindre arbeid.

Kryssprodukt
Kryssproduktet kan vi skrive symbolsk ved hjelp av en determinant
¢ gk a, a a; a a; «a
axb=la a a =il ot =g Ry,
bm by bz Y z T z T Y

= 7:(aybz - azby) - J(axbz - asz) + k(amby - aybx)

Dette er i samsvar med at |a x b| = |a] |b|sin 6.

Lengden til kryssproduktet, |a x b| er lik arealet til parallellogrammet spent
ut av de to vektorene a og b. Retningen til kryssproduktet a x b er normalt pa
parallellogrammet spent ut av de to vektorene.

Parallelle vektorer
Dersom vinkelen er slik at sinf = 0, dvs. vinkelen er 0° eller 180°, sa sies vekto-
rene & veere parallelle. Vi angir parallellitet med symbolet ||.
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Merk at dersom a x b = 0 s& er enten a|b eller @ = 0 eller b = 0. Det er
meningslgst & snakke om at en null-vektor er parallell.

Hgyrehands rettvinklet koordinatsystem

Dersom vi har et rettvinklet system, sa sier vi at det er et rettvinklet hgyrehand
system nar multiplikasjonstabellen for kryssproduktet mellom enhetsvektorene langs
koordinataksene ser slik ut (fgrste faktor fra sgylen til venstre, andre faktor fra raden
gverst):

x| i j k
) k —j
71—k 0 =
k|l 53 — O

En alternativ mate a representere dette pa er ved hjelp av hjulet:

,/'k
N

Hdgyrehands eller venstrehands rettvinklet koordinatsystem

Hjulet vist ovenfor er en huskeregel for hvordan vi kan bruke fingrene pa hgyre
hand for & finne retningen til et kryssprodukt. Forste faktor tilsvarer pekefinger rett
fram, andre faktor tilsvarer pekefinger (bgyd innover til venstre), da er resultatet
gitt ved tommelen.

Dersom vi hadde snudd pilene i hjulet slik at dette skulle gjgres med venstre
hand, sa hadde vi sagt at dette koordinatsystemet var et venstrehands system.

Vi skal kun benytte oss av hgyrehandsystemer.

Trippel skalar produkt

Trippel skalar produktet mellom tre vektorer a, b og c er lik volumet av paral-
lellepipedet som spennes ut av de tre vektorene, derfor er det ikke overraskende at
vi kan permutere syklisk

a-bxec=b-cxa=c-axb

Her er det ikke ngdvendig a sette parentes rundt kryssproduktet fordi kryssproduktet
ma ngdvendigvis gjores fgrst for at uttrykkene skal veere meningsfulle.

Polare koordinater, krumlinjede koordinater

Ofte kan det veere en fordel & bruke koordinater som ikke er kartesiske eller
rettlinjede. Vi skal illustrere dette med polare koordinater i xy-planet.

Vi tar utgangspunkt i xy-planet med kartesiske koordinater x og y, men vi gnsker
a bruke avstanden r og vinkelen # som koordinater istedenfor de kartesiske koordi-
natene. Disse er relatert med z = rcosf og y = rsiné.

Punktet P kan na beskrives enten med kartesiske koordinater (z,y) eller med
polare koordinater (r, ).

10



Origo O

La oss se pa posisjonsvektor r» = x2 + yj = rcos6i + rsinfj. Dersom vi na
folger oppskriften for a finne enhetsvektorene i koordinatretningene i punktet P,
sa oppdager vi at enhets-koordinatvektoren i r-retning er 2, = cosft + sinfj. Vi
kan ogsa finne enhetskoordinatvektoren i f-retning, for eksempel ved & regne ut
kryssproduktet 29 = k X 2, = — sin #t + cos 67, men vi trenger ikke uttrykket for den
akkurat na. Legg merke til at koordinatvektorene na er funksjoner av posisjon, de
avhenger av vinkelen . Da sier vi at det polare koordinatsystemet er krumlinjet
(engelsk “curvilinear”).

Vi kan ogsa legge merke til at koordinatvektorene ikke er veldefinert i origo, fordi
dersom du star i origo og skal gke radius litt sa er det ikke opplagt hvilken retning
du skal ga! Dette problemet dukker aldri opp for kartesiske koordinater, men det
kan skje for krumlinjede koordinater.

Vi kan na skrive posisjonsvektor r fra O til P ved hjelp av de polare enhets-
koordinatvektorene i punktet P, og vi legger merke til at vi da kun trenger koordi-
natvektoren i r-retning, r = ri, + 0¢y. Vi ser at de polare koordinatene til P er (r,0)
mens komponentene til posisjonsvektoren til P na er (r,0). Na er det altsa ikke like-
gyldig om notasjonen (a, 3) skal bety koordinatene til punktet eller komponentene
til posisjonsvektor til punktet. Dette er typisk for krumlinjede koordinater.

2

Notasjonen (a, 3) eller (a, 3,7) er grei for & angi vektorer og punkter i
kartesiske koordinater, men er forvirrende for & skrive vektorer i krumlinjede
koordinater fordi det da er uklart om den angir koordinater eller vektorkom-
ponenter.

I dette emnet skal vi jobbe mye med krumlinjede koordinater. Derfor liker vi
a skrive vektorer med angivelse av enhetsvektorer i koordinatretningene, og derfor
prover vi stort sett & unnga den tvetydige notasjonen («, ) dersom vi ikke er helt
sikre pa at det er kartesiske koordinater vi forholder oss til.

Eksempel:

Dersom vi angir punktet P ved hjelp av posisjonsvektor » = rt,, hvor har det
blitt av vinkelen 67

Svar: Enhetsvektoren ¢, er en funksjon av vinkelen, sa en tydeligere skrivemate
kunne ha veert r = r4,.(0).

11



1.3 Hastighet og partikkelbane

La 7,(t) veere posisjonen til en partikkel ved tid ¢. Her fungerer tiden ¢ som en pa-
rameter. Partikkelen bevber seg i et hastighetsfelt v(r). Hastigheten til partikkelen
er derfor v,(t) = v(ry(t)). Vi har partikkelen sin hastighet

dr
U

og partikkelen sin akselerasjon

dv, d%r,
a,=—==

dt  de?

Partikkelbane
Dersom 7,(t) angir posisjonen til en partikkel som beveger seg nar parameteren
t lpper, sa kaller vi kurven som beskrives av 7,(t) for en partikkelbane.

For a gjore beregninger er det greiest a innfegre koordinater. I et rettlinjet ko-
ordinatsystem vil dette si & jobbe kun med komponentene, da koordinatvektorene
ikke er funksjoner av posisjon, det vil si at koordinatvektorene ikke avhenger av hvor
partikkelen befinner seg. For kartesiske koordinater har vi da
d?z, . d%y, . d?z,

ATEIARRTER TS

. . dz,. dy, . dz
Ty = Tplt+ypj+z,k  og vp:d—:z%—%gjtd—:k og a,=

Eksempel:

Partikler beveger seg i henhold til hastighetsfeltet v(r) = 24 — yj. Finn banen
til en partikkel som starter i posisjon r,(0) = at + bj ved tiden t = 0.

Vi ma lgse fglgende forste ordens ordingere vektor-differensiallikning

Vi kan trekke ut z- og y-komponentene fra denne likninga og far folgende fgrste
ordens system av ordingere differensiallikninger

dr, dy,
{dt BT yp}

Disse likningene er ikke koblet med hverandre. Likningene er dessuten separable, det
vil si at vi kan samle alle z,, pa venstre side og alle ¢ pa hgyre side, eller alle y, pa
venstre side og alle t pa hgyre side

{%:dt %:—dt}

Lp Yp

Deretter kan vi integrere opp begge sider, og vi far generelle lgsninger

{In|z,| =t+A, Inly,|=—-t+ B}
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hvor A og B er vilkarlige konstanter. Om vi eksponentierer begge sider far vi

{xp(t) =ae', y,(t) = 6e’t}

hvor o og (3 er vilkarlige konstanter.
Vi setter deretter inn startkravene og bestemmer o = a og 8 = b. Lgsningen kan
skrives pa vektorform parametrisert med tiden ¢ som

Tp(t) = (1) + yp(t)j = dac’ + jbe™
eller vi kan skrive om lgsningen uten a referanse til noen parameter
TpYp = ab

som vi gjenkjenner som en hyperbel (egentlig bare som en del av en hyperbel fordi
t > 0 medforer x > 1).

3 .

/oL N\
2l v Q
1r»~ v v N ]
>S Q0 «— - ° - —
-1 ."\,..\ t 2 7
2NNt

SNt 2/
3 -2 -19(123

Figuren viser vektorfeltet med bla piler. Origo er et stagnasjonspunkt, v = 0,
og er markert med bla prikk. For a = 1 og b = 2 er hele hyperbelen vist med rgde
prikker, og partikkelbanen med rgd heltrukken linje for = > 1.

1.4 Rotasjon som stivt legeme

Vi sier at et legeme er stivt dersom innbyrdes avstand mellom materielle punkter
forblir uendret. Rotasjon som stivt legeme betyr at de materielle punktene i legemet
beholder sine innbyrdes avstander mens legemet som helhet roterer.

Vi lar origo ligge pa rotasjonsaksen og vi betrakter et vilkarlig punkt med po-
sisjonsvektor r. Vi lar w veere vinkelhastighetsvektor for rotasjonsbevegelsen. Det
vil si at w ligger langs rotasjonsaksen og at vinkelfarten w = |w| forteller hvor stor
vinkel i radianer som tilbakelegges per tid, og at hastigheten til punktet vil veere

V=wXT.
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Et punkt med radiell avstand R = rsin 6 fra rotasjonsaksen, hvor r = |r| er leng-
den til posisjonsvektor og 6 er vinkelen mellom r og w, skal tilbakelegge omkretsen

2n R i lgpet av tiden T', da blir banefarten v = @ og vinkelfarten w = & = &

T — R
Hastigheten v star normalt bade pa posisjonsvektor r og pa vinkelhastighetsvek-
tor w.
Dersom 7,(t) er posisjonen til en partikkel ved tid ¢, s& er posisjonsvektor 7,(t)

lgsning av differensiallikninga

_ drmy

v, = =wXT

Akselerasjonen til partikkelen er

dv, d
a,=—=—(wxmr,).
P dt dt ( p)
Dersom vinkelhastigheten er konstant sa er det kun posisjonsvektor som skal deri-
veres

dr

_ P _ _ 2
a,=wX — =wX (W X7, =ww- T, —wr,.

dt
Her har vi benyttet vektor-identiteten
Ax(BxC)=BA-C—-CA-B.
Dersom 7, star vinkelrett pa w, w L r,, sa har vi w - r, =0 og
a, = —w’r,
som vi gjenkjenner som det vanlige uttrykket for sentripetalakselerasjon.

Alternativt kan vi jobbe med koordinater. La r = xt + yj + zk veere posisjons-
vektor med utgangspunkt i origo som ligger langs rotasjonsaksen til en karusell. Vi
skal la rotasjonsaksen ga langs z-aksen, w = wk.

Vi regner ut hastighetsfeltet

vkl gy 0 w 0 0 . .
v=wxr=|0 0 w|=1 .| v - - = —wyt + wxj
T Yy z 4 y
B/Kﬁ T
NN
_1\ \ N - Ve / j
_2\\\_./'/_
-3 . ._\//
3 -2 -1 0 1 2 3



Figuren viser vektorfeltet med bla piler. Origo er et stagnasjonspunkt, v = 0, og
er markert med bla prikk.
Det tilhgrende fartsfeltet er

v=|v| =wya?+y? =wR
og vi ser at farten er proporsjonal med avstanden til rotasjonsaksen.

Begrepene nord, sgr, gst og vest angir rotasjonsretning
Legg hgyre tommel langs vinkelhastighetsvektoren w, da gar rotasjonen i retnin-
gen til de fire krummede fingrene pa hgyre hand. Eller alternativt:

La de fire fingrene pa hgyre hand krumme seg langs rotasjonsbevegelsen, da
peker hgyre tommel i w sin retning og tuppen p& tommelen er “nord".

Et punkt som beskriver en slik rotasjon vil bevege seg fra “vest” mot “@st”.

Eksempel: Hvilken vei beveger vi oss nar vi befinner oss pa jorda, og
hvilken vei er vi akselerert?

Hint: La origo veere i jordas sentrum. La 7 veere var posisjonsvektor (nar vi stér
oppreist holder vi oss omtrent i retningen til 7). Finn retningen til w (mot nord),
retningen til v = w X 7, og retningen til @ = w x v.

Svar: Vi beveger oss mot ¢gst og er akselerert vinkelrett inn mot rotasjonsaksen
til jorda. Prgv a se for deg hvilke retninger dette er!

Eksempel: Magnetisk nord for elektromagnet

En elektromagnet lages ved a sende strgm gjennom en kveil av en ledning. En slik
kveil av ledning som det gar strgm igjennom kalles gjerne for en solenoid. Dersom
vi lar de fire fingrene pa hgyre hand peke i retningen som strgmmen gar i ledningen,
da vil tuppen pa hgyre tommel vaere magnetisk nord.

Eksempel: Hvilken vei roterer jorda rundt seg selv og hvilken vei ro-
terer jorda rundt sola?

I begge tilfeller lar vi hgyre tommel peke mot Nordstjerna, ogsa kalt Polarstjerna.
De fire fingrene pa hgyre hand peker /krummer seg i rotasjonsretning.

Prograd og retrograd bevegelse
Dersom to samtidige rotasjonsbevegelser har samme retning “nord” sier vi de er
prograd. Dersom de har motsatt retning “nord” sier vi de er retrograd.

Eksempel: Planetbevegelse

Alle planetene i solsystemet roterer samme vei rundt seg selv og rundt sola
(prograd), med unntak av Venus og Uranus som begge har retrograd rotasjon om
sin egen akse, (se https://no.wikipedia.org/wiki/Retrograd og prograd bevegelse)

Eksempel: Prograd og retrograd bevegelse i forngyelsesparker
I forngyelsesparker, som for eksempel “Jul i vinterland” i Oslo, kan man ofte finne
bade tradisjonelle nostalgiske karuseller og pariserhjul. I det forste tilfellet roterer

15


https://no.wikipedia.org/wiki/Retrograd_og_prograd_bevegelse

man bade rundt seg selv og rundt med karusellen: Prograd eller retrograd? I det
andre tilfellet roterer man ikke rundt seg selv, kun rundt det store hjulet.

Kanskje du allerede har prgvd bade karusellen og pariserhjulet her:

Karusell og pariserhjul i Oslo!

(Sek etter “Ponniekspressen” og “Julestjernen”.)

Eksempel: Prograd og retrograd bevegelse i strgmninger

Dersom en person lar seg drive rundt i en strgmvirvel, for eksempel i Saltstrau-
men, eller et insekt lar seg drive rundt i en slukvirvel i badekaret eller i vasken eller
i en kopp kaffe som du rgrer rundt med en skje, vil det veere prograd eller retrograd
bevegelse? Gjor eksperimentene selv!

Eksempel: Finn partikkelbanen til rotasjon som stivt legeme

Partikler beveger seg i henhold til hastighetsfeltet for rotasjon som et stivt legeme
med vinkelhastighetsvektor w. Hastigheten til partikkelen er gitt ved fglgende forste
ordens ordingre vektor-differensiallikning

_— = = X
G VT wXT
Finn partikkelbanen til en slik partikkel.

For & komme noen vei introduserer vi koordinater. La oss velge de kartesiske
koordinatene. La w = wk peke i z-retning, og la partikkelen befinner seg i posisjon
r(t) =x(t)i + y(t)g + z(t)k ved et vilkarlig tidspunkt ¢.

Hastigheten til partikkelen er gitt ved fglgende fgrste ordens ordinzere vektor-
differensiallikning

dr dxi+dy.+dzk wXT kxr 1+ wx)

_ = —_— —_— = = W = —W wr

at —ar Ta? T YL
Vi kan trekke ut z-, y- og z-komponentene av denne likninga og far da fglgende
fgrste ordens system av ordineere differensiallikninger

dz dy dz 0

— = —wy, — =wr, -— =
dt Y dt

Den siste likninga er lett a lgse, 2 = 2z = konstant.

De to forste likningene kan vi enten skrive som et system av fgrste ordens liknin-

ger pa matriseform
diz\_(0 —w T
dt\y /) \w 0 Yy

eller vi kan kombinere de til ei andre ordens likning for kun z

Pz,

— +wr=0

dt?
Disse likningene er lineaere ordinaere differensiallikninger med konstante koeffisienter.
Den enkleste maten & lgse dem er ved & anta at z(t) = ae™ og sette dette inn i
andre ordens likninga for z. Dette gir a(m? + w?) = 0. Vi gnsker ikke & sette
a = 0, si vi insisterer heller pa den karakteristiske likninga m? + w? = 0, som gir to
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komplekse (imagineere) lgsninger for m = +iw. I s fall kan vi skrive lgsninga som
z(t) = ae! + Be ! hvor o og 3 er to konstanter, eller vi kan skrive om til formen
x(t) = acos(wt) + bsin(wt) hvor a og b er to konstanter. Lgsninga for y(¢) finner vi
ved & derivere y(t) = =19 = asin(wt) — beos(wt).

Dersom vi gnsker ei lgsning som har startpunkt z(0) = R og y(0) = 0 og 2(0) =

2o, sa finner vi
x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), z(t) = 2o

hvor R er avstanden fra rotasjonsaksen.
Skrevet pa vektorform

r(t) = Rcos(wt)t + Rsin(wt)j + 2ok
Alternativt kan vi beskrive partikkelbanen uten referanse til noen parameter
? +y* = R? og z =2

Hastigheten finner vi ved a derivere
dr

v(t) = —

()=

Akselerasjonen finner vi ved & derivere en gang til
dv

)= —

Legg merke til at akselerasjonen er rettet inn mot rotasjonsaksen. Dette er en
sentripetalakselerasjon som har sterrelse |a| = w?R.

= —wRsin(wt)i + wR cos(wt)j

= —w?Rcos(wt)i — w?Rsin(wt)j = —w?R (cos(wt)i + sin(wt)j)

Eksempel: Vis at vektorfeltet v = w X r er rotasjon som stivt legeme
Vi ma vise at innbyrdes avstand mellom to materielle punkter forblir uendret.
La de to punktene veere r1(t) og ro(t). Hver av dem oppfyller

dr,

dt
Vektor-avstanden mellom dem skal vi angi som I(t) = 71(t) —72(¢). Avstanden (uten
retning) mellom dem skal vi angi som {(¢) = [I(t)|. Vi ma vise at §& = 0. Vi velger
heller & jobbe med kvadratet [? som er

=w X T,

l2:l'l:’f‘1'7“1—27°1(t)"l"2(t)+r2'r2

Vi har
d('r 'r)—drn T, + T drn—wxr ot T, wXr,=2w- -1, X7, =0
0g

%(7‘1(75)"'“2(?5))2 <%"’“2+’P1-%) =[(wxr) ro+7 - (wXry)]

=[(r1xmr) wtw-(rexr)|=w-(ri Xxra+ry x7r) =0

og folgelig innser vi at <(I%) = 0.
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1.5 Oppgaver

1.1 La a og b og c veere to vektorer og la o veere en skalar.

Med utgangspunkt i skalar- og kryssprodukt som definert i dette kapitlet, sgrg
for at du vet at fglgende relasjoner gjelder:

)

)

(c)a+(b+c)=(a+b)+c

(d) a-b=b-a

(e) a(a-b)=(aa)-b

f) a-(b+c)=a-b+a-c

(g) a-a>0

(h) axb=-bxa

(i) a(a x b) = (aa) x b
(j)ax(b+c)=axb+axc
(k) a-bxec=b-cxa=c-axb
(1) ax (bxec)=bla-c)—c(a-b)

(m) (axb)xec=bla-c)—a(b-c)
Med utgangspunkt i relasjonene ovenfor, vis at fglgende relasjon ogsa gjelder:
(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)
1.2 Vis at for skalarproduktet mellom dyade og vektor gjelder
ab-c=(ab)-c=a(b-c)

Vis at det er mye mindre arbeidskrevende & regne ut skalarproduktet fgrst.

1.3 Skisser fglgende vektorfelt v i zy-planet, med piler som har passende lengde og
retning, og indiker eventuelle singulaere og stagnasjonspunkt:

(a) v =1

(b) v=3

(c) v=ut

(d) v=uay

(e) v=xi+yj
(f) v=yi+aj
(8) v=yi—xj
(h) v=—yi+aj

18



1.4

1.5

1.6

1.7
1.8

1.9

1.10

(i) v
() v
(k) v
Hint: Det er vanlig a indikere singuleere punkt med symbolet x. Et singulsert

punkt er der hvor vektorfeltet ikke er veldefinert, for eksempel fordi stgrrelsen
gar mot uendelig eller fordi retningen blir flertydig.

= (~yi+2j)/\/2* +y?
(—yi +x5)/(2® +y°)
=yt + zyjg

Hint: Det er vanlig a indikere stagnasjonspunkt med en fet prikk e. Et stagna-
sjonspunkt er der hvor vektorfeltet er lik null.

NB! Det er fristende a lgse disse oppgavene pa datamaskin, men det har en verdi
a kunne tegne for hand og se for seg intuitivt hvordan vektorfeltene ser ut!

Skisser folgende vektorfelt v i xyz-rommet, med piler som har passende lengde
og retning, og indiker eventuelle singuleere og stagnasjonspunkt:

(a) v=aoi+yj+ 2k
(b) v =—2zi+yj + zk

Finn banen til en partikkel som starter i 7(0) = R% og som beveger seg i henhold
til det tidsavhengige hastighetsfeltet

v(t) = wk x r + csin(Q)k

Her er w vinkelfarten for en rotasjonsbevegelse rundt z-aksen, 2 er vinkelfarten
for en vertikal oscillasjon langs z-aksen, k er enhetsvektor i z-retning, og c er en
konstant.

Hint: Oppgaven er inspirert av a se pa “Ponniekspressen” i “Jul i vinterland”.

Gitt to vektorer @ = 32+ 7 og b = 2 + 37. Undersgk om de er ortogonale, enten
ved hjelp av prikkprodukt eller ved hjelp av kryssprodukt. Undersgk om de er
parallelle, enten ved hjelp av prikkprodukt eller ved hjelp av kryssprodukt. Regn
ut vinkelen mellom dem.

Skriv om uten bruk av kryssprodukt a x (b x a) og a - (b x a).

En partikkel har posisjon r(¢) = z(t)i+y(t)j. Partikkelen beveger seg i henhold
til hastighetsfeltet v = —yt + x7. Ved tiden ¢ = 0 starter partikkelen i punktet
r(0) = 2. Beregn partikkelbanen. Tegn vektorfeltet med et pileplott og tegn inn
partikkelbanen i figuren.

En partikkel har posisjon r(t) = x(t)¢ + y(t)g hvor ¢ er tid. Partikkelen beveger
seg 1 henhold til det tidsavhengige vektorfeltet v = 32 + 5 cost. Ved tiden ¢t = 0
starter partikkelen i origo. Beregn partikkelbanen. Illustrer hvordan vektorfel-
tet v(t) utvikler seg i tid med et utvalg pileplott og tegn inn partikkelbanen i
plottene.

En partikkel har posisjon 7(t). Partikkelen beveger seg i henhold til det tidsav-
hengige hastighetsfeltet v = —ztt + jysint. Ved tiden ¢ = 0 starter partikkelen
ir(0) =4+ j. Beregn partikkelbanen og illustrer den grafisk.
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Kapittel 2

Fysiske dimensjoner og enheter,
skalering

Vi skal bruke matematikken til & lage modeller (noen ganger kalt lover eller naturlo-
ver) for hvordan et system oppforer seg. Det et par meget grunnleggende krav som
ma veere oppfylt for at slike modeller skal veere fornuftige: Det som star pa hver side
av symbolene + (pluss) og — (minus) og = (lik) ma veere av samme type, de mé
passe sammen:

e Leddene ma veere tensorer av samme rang: alle ma enten veere skalarer, eller
kompatible vektorer, eller kompatible dyader, etc.

e Leddene ma ha samme fysiske dimensjon: alle ma enten veere tid eller lengde
eller masse eller kraft, etc., eller alle ma veere dimensjonslgse

Det er ikke ngdvendig a bruke samme fysiske enheter. Det er for eksempel greit a
legge sammen timer og sekunder, men det er ikke greit a legge sammen meter og
sekunder. Det er greit a si at to hastigheter er like v = vy, men det er ikke greit a
si at en hastighet v (med retning) er lik en fart v = |v| (uten retning).

Eksempel: Fri bevegelse i tyngdefeltet
Vi betrakter en “partikkel” som flytter pa seg. Den vil ha en posisjon angitt
av en posisjonsvektor som er funksjon av tid r(t). Hastigheten til partikkelen er

den tidsderiverte av posisjonen v(t) = fi—’t'. Akselerasjonen til partikkelen er den
tidsderiverte av hastigheten a(t) = $% = (212752

Et enkelt eksempel pa en fysisk modell (“lov”) er at partikkelen skal bevege
seg med akselerasjonen gitt ved tyngdens akselerasjon a = g. Vi kan da skrive
a = ‘é—’t’ = ‘(%" = g. Dette trenger ikke veere helt trivielt & integrere opp fordi
tyngdens akselerasjon kan variere bade i retning og sterrelse.

Innenfor et begrenset omrade kan vi betrakte tyngdens akselerasjon g som en
konstant, med verdi omtrent lik g = 9.8 m/s?, overalt rettet nedover i et kartesisk
koordinatsystem. Vi lar z-aksen peke oppover. Folgelig kan vi skrive tyngdens akse-
lerasjon som g = —gk, og denne skal altsa betraktes som konstant bade i verdi og

retning.
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Ettersom g er konstant sa er det na trivielt a integrere opp for a finne hastigheten
v = gt + vy hvor vy er en integrasjonskonstant som er hastigheten til partikkelen
ved tid ¢ = 0.

Vi kan videre skrive % = v = gt + vy, og det er tilsvarende trivielt a integrere
opp for a finne posisjonen r = %gt2 + vot + 1o hvor 7y er en integrasjonskonstant
som er posisjonen til partikkelen ved tid ¢ = 0.

I det generelle tilfellet har vi altsa

1
r(t) = §gt2 + vot + 7o (2.1)

og dersom vi kun begrenser oss til bevegelse langs z-aksen sa kan resultatet veere

1
z= —§gt2 + vot + 1o (2.2)

La oss sjekke om de to grunnleggende kravene er oppfylt: Leddene ma veere ten-
sorer av samme rang, og leddene ma ha samme fysiske dimensjon. Vi ser umiddelbart
at 1 (2.1) er alle ledd vektorer som er kompatible, og i (2.2) er alle ledd skalarer. Vi
skal straks se at alle ledd har fysisk dimensjon av lengde. Kravene er oppfylt!

2.1 Fysiske dimensjoner og enheter

I eksemplet ovenfor inngar det stgrrelser av fire forskjellige fysiske dimensjoner: tid,
lengde, hastighet og akselerasjon. Disse kan ha forskjellige fysiske enheter. For at
uttrykkene skal veere meningsfulle ma hvert ledd ha samme fysiske dimensjon, men
vi star fritt til a bruke enhetene vi vil. La oss fgrst se pa de fire dimensjonene som
inngar:

fysiske dimensjoner fysiske enheter
navn \ symbol navn \ symbol
tid T sekund S
time h
dag, uke, maned, ar
lengde L meter m
kilometer km

engelsk mile = 1609,344 meter
amerikansk mile = 1609,347 meter
nautisk mil = 1852 meter
1 favn = 3 alen, 1 alen = 2 fot
1 fot = 2 kvart, 1 kvart = 6 tommer
1 tomme = 12 linjer, 1 linje = 12 skruppel

hastighet, fart | L/T meter per sekund m/s
knop = nautisk mil per time kn, kt
akselerasjon L/T? meter per sekund i andre m/s?
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Tabellen etterlater liten tvil om at det er lett & ga seg vill mellom alle enhetene.
Vi skal imidlertid fokusere pa dimensjon som er mer generell og som ikke tar stilling
til hvilke enheter vi gnsker a bruke.

La oss na sjekke dimensjonene til hvert ledd i likning (2.1) eller (2.2) ovenfor. Vi
bruker L for lengde og T for tid:
Venstre side: L

L
Hgyre side, forste ledd: ﬁT2 =L

L
Hgyre side, andre ledd: TT =L

Hogyre side, tredje ledd: L

Vi ser at alle ledd har samme fysiske dimensjon av lengde, slik de burde ha. Dette
betyr ikke at vi har vist at likninga er riktig, men vi har heller ikke funnet noen grunn
til & hevde at likninga er feil basert pa uoverensstemmelse i fysiske dimensjoner.

2.2 Skalering, skrive likninger pa dimensjonslgs form

Noen ganger gnsker vi & frigjore oss fra de fysiske dimensjonene ved a skrive ei
likning pa dimensjonslgs form. Dette gjor vi ved skalering. Dette kan gi oss noen
fordeler: Vi slipper a forholde oss til mangfoldet av mulige enheter. Det kan veere
gunstig for a identifisere hvilke stgrrelser som er store og hvilke som er sma, med en
mer objektiv malestokk enn valget av en bestemt enhet. Det kan hjelpe oss a skrive
likninga pa en mest mulig gunstig form. Og ikke minst, vi kan fa bedre innsikt.

Vi skalerer ved a identifisere karakteristiske stgrrelser som utgangspunkt for a
introdusere de skalerte dimensjonslgse storrelsene. For eksempel, en dimensjonell
tid ¢ kan skaleres ved en karakteristisk tid t. for & omformulere problemet til den
dimensjonslgse og skalerte tiden t* = t/t..

Eksempel: Skalering av likning for vertikalt kast i tyngdefelt
Se pa z-komponenten av likninga for fritt fall i tyngdefeltet, likning (2.2), som
vi skriver pa ny:

1 2
z = _igt +U0t+7”0

La oss bruke en karakteristisk tid ¢. og en karakteristisk lengde /. som utgangs-
punkt for & introdusere stjernemerkede stgrrelser som er skalert slik som nettopp
forklart:

<
(e}
~
<
(=)
*
s

ZF = Ty = — = — vy = g = (2.3)

—~
STl
N~—

Da kommer likninga pa formen

1
2= —ég*(t*)Q + ot (2.4)

Likning (2.4) er dimensjonslgs. Dette kan medfgre bade en ulempe, en fordel, og
diverse muligheter:
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e Ulempen er at vi ikke lenger kan bruke fysiske dimensjoner for a sjekke om
likninga er fornuftig.

e Vi kan frigjgre oss fra spgrsmalet om hvilke enheter vi skal velge for a angi de
forskjellige storrelsene (sekunder, timer, ar, ..., meter, fot, tommer, ..., etc.)

e Kanskje vi kan velge de karakteristiske storrelsene t. og [, i (2.3) slik at resul-
tatet (2.4) blir enklere? For eksempel ved at de dimensjonslgse parameterene
g* og v} og rj kan fa spesielt gunstige verdier?

e Kanskje vi kan avgjgre om de dimensjonslgse parameterene g* og v§ og r; har
omtrent samme stgrrelse, eller om noen av dem er mye mindre enn andre, og
folgelig kan vi vurdere om noen av leddene er viktigere enn andre?

Vi kan na ta skaleringen ett hakk videre, nemlig ved a insistere pa at t. og [,
skal velges slik at de dimensjonslgse parameterene g* og v og 7 blir sa enkle som
mulig. La oss begrense oss til tilfellet vy > 0 og la oss insistere pa a fa ¢* = vj = 1.
Dette oppnar vi ved a sette

te=— og le.= % (2.5)
g Y
og da kommer likninga pa formen
* 1 *\2 * * 1 * [k *

2 2

Denne likninga er pa en spesielt enkel form, fordi den har kun én dimensjonslgs
parameter rj. Faktisk kan vi, ved a flytte 1 over pa venstre side, begrense oss til a
tegne kun én graf som dekker alle tilfellene:

25—y = —%t*(t* —2) (2.7)
0.5
0
T -05
-kN
-1
-15

0O 05 1 15 2 25 3
t*
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Legg merke til at vi har na redusert alle frie vertikale kast, med utgangshastighet
oppover, til én eneste kurve! Vi har ingen frie parametere!

Eksempel: Skalering av likning for skratt kast
Vi ser nok en gang pa formelen for fri bevegelse i tyngdefeltet

1
r(t) = égt2 + vot + 79 (2.8)
men denne gangen med en utgangshastighet pa skra med vinkel 6. Dersom vi skriver
g = —gk og vy = vo(tcos + ksinf) og rq = xot + 2ok s& far vi folgende likninger
for horisontal og vertikal bevegelse

T = vt cos O + x

1
z = —§gt2 + vt sind + zg

Her er det fem parametere: g, vq, 0, xg, 29. Trenger vi sa mange parametere for a
karakterisere et vilkarlig skratt kast? La oss redusere ned til kun én parameter!

Framgangsmaten er a skalere alle lengder med en karakteristisk lengde [. og alle
tider med en karakteristisk tid ¢., slik at vi far dimensjonslgse starrelser

Vole
_ * * * _ *
g ==, V5= 0, zo=—, =7, ¢ =—, '=—

le’

Legg merke til at vinkelen 6 allerede er dimensjonslgs. Det naturlige malet for
vinkel, radianer, er nemlig forholdstallet mellom buelengde og radius. Andre mal for
vinkel er ogsa dimensjonslgse.

Kanskje den lureste maten vi kan velge [. og t. er slik at g* = v; = 1, dette oppnar
vi ved & sette [, = v2/g og t. = vy/g. Dermed har vi redusert antall parametere til
tre: 0, xf, 25.

*

x* =t cosf + zj,
1
ZF = _it*z + 1" sinf + z;

Vi kan ta enda et grep, nemlig & eliminere tiden, t* = (z* — xj)/ cos 0, slik at vi
far kun én likning

(" — 25

5020 (" — xj) tan 6

* *

Resultatet kan vi tegne opp som en én-parameter familie med kurver, de forskjellige
kurvene svarer til forskjellige utgangsvinkler 6:
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—0=-0.15m| |
——08=-0.05m

8=0.05m
—0=0.15n
——0=025m |
. 8-0.35n
. |—8=045n

0O 02 04 06 08 1 12 14
X*-Xo*
Legg merke til at grepet med a eliminere tiden ikke fungerer dersom utgangs-

hastigheten er vertikal, da er nemlig cos# = 0, i sa fall ma vi tilbake til det forrige
eksemplet med vertikalt kast.

Eksempel: Skalering av deriverte

I begge eksemplene ovenfor tok vi utgangspunkt i at lgsningene av bevegelseslik-
ninga allerede var kjent. Derfor trengte vi ikke & skalere noen uttrykk med deriverte.
Det er imidlertid ofte behov for a skalere derivert ogsa.

Se na pa fglgende likning med en derivert:

dx
— =
dt
La oss bruke t. og I. for a skalere tid og lengde, og vi introduserer skalerte stgrrelser
. Ut . X . 0
vV=—— T =-— ==
le le t.

Vi bruker na kjerneregelen for derivasjon
d dt* d 1 d

At~ dt dtr t.dt

Til slutt finner vi resultatet 4z
T

dt*

*

Eksempel: Modell for friksjonskraft med to friksjonskoeffisienter
La oss anta at en friksjonskraft kan modelleres ved likninga

F = —vv — pjvjv

hvor v og p er to (positive) friksjonskoeflisienter. Her er v en koeffisient for den
delen av friksjonen som er proporsjonal med hastigheten, og p er en koeffisient for
den delen av friksjonen som er proporsjonal med kvadratet av hastigheten. Hva er
de fysiske dimensjonene til friksjonskoeffisientene?

Vi kan se for oss minst to mulige mater & lgse denne oppgaven.

La oss fgrst anta at det er kjent at kraft er lik masse ganger akselerasjon, i sa
fall kan vi utvide tabellen ovenfor med fglgende to linjer:
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fysiske dimensjoner fysiske enheter
navn ‘ symbol navn ‘ symbol

masse M kilogram kg
kraft ML/T? Newton | N = kg m/s?

Vi ser fra tabellene ovenfor at kraft har dimensjon ML/T? og hastighet har
dimensjon L/T. Dersom vi angir de fysiske dimensjonene til koeffisientene som [v]
og [u] s& ma vi ha

ML/T? = [JL/T  og  ML/T? = [i(L/T)?
og folgelig far vi
V] =

Alternativt kunne vi antatt at vi ikke visste at kraft er lik masse ganger aksele-
rasjon. I sa fall kunne vi som alternativ utvidet tabellen med fglgende ene linje:

— o = —.

fysiske dimensjoner || fysiske enheter
navn \ symbol navn \ symbol

kraft ‘ K H Newton ‘ N

Kraft har nd dimensjon K og hastighet har dimensjon L/T. Dersom vi angir de
fysiske dimensjonene til koeffisientene som [v] og [i] s& ma vi ha

K=[L/T oz K= [(L/T)
og folgelig far vi

=5 o - ET

Dimensjonsanalyse og Buckinghams Pi teorem

Det er to viktige spgrsmal som passer a stille na: Hva er det minste antallet
dimensjonslgse parametere som er ngdvendig for & beskrive et fenomen? Hvordan kan
vi vite om et fenomen som skjer pa stor skala, for eksempel en flodbglge i en fjord som
oppstar pa grunn av et ras, kan modelleres pa riktig mate i et laboratorieeksperiment
pa liten skala? Disse spgrsmalene besvares av dimensjonsanalyse og Buckinghams
Pi teorem. Vi gar ikke inn i detaljer her.

2.3 Oppgaver

2.1 Gjor tilsvarende som i eksemplet for fritt vertikalt fall for & beskrive fglgende
tilfeller:

(a) Likning (2.2) for tilfellet vy < 0.

(b) Likning (2.2) for tilfellet vy = 0. Na fungerer ikke (2.5), men anta 7o > 0
og prov for eksempel [. = ry og t. = \/70/9.
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2.2 Dersom en partikkel med masse m beveger seg fritt i tyngdefeltet, men er gjen-
stand for friksjon som er proporsjonal med hastigheten, sa blir den relevante
likninga

d?r  dr B
mas + v M9 = 0
Vi kan legge til startkrav at utgangsposisjon er r(0) = ry og utgangshastighet
er v(0) = vy.

Gjgr denne likninga dimensjonslgs for to ulike tilfeller:
(a) For vertikalt kast, sett g = —gk og vy = vok, 7 = zk og ro = zok. Betrakt
kun den vertikale komponenten av likninga.
(b) For skratt kast, sett g = —gk og vy = vg(i cos 0+ ksin0) og rq = xoi+ zok.

Betrakt bade vertikal og én horisontal komponent av likninga.

I begge tilfeller, forsgk a presentere resultatet med sa fa frie parametere som
mulig!
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Kapittel 3

Bruk av datamaskin

Det er viktig a kunne illustrere felt grafisk. Dette kan gjores pa mange forskjellige
mater, og med mange forskjellige verktgy, pa datamaskin og for hand.

I dette kompendiet skal vi stort sett bruke Octave eller Matlab |, tilsvarende bg-
kene til Gjevik og Fagerland (GF) [2| og Lindstrom og Hveberg (LH) [3]. Forskjellen
pa Octave og Matlab er hovedsakelig at Matlab er kommersiell og koster penger
mens Octave er gratis, for gvrig fungerer de nesten likt.

Som student pa UiO har du tilgang til Matlab over Internett. Du far tilgang ved
& apne http://view.uio.no i en nettleser, logge inn med din UiO bruker, og deretter
velge for eksempel “MatNat Programmering”. Du kan alternativt installere Matlab
pa din datamaskin, for eksempel ved & fglge denne oppskriften fra MAT1105 H25.
Det burde ogsa veere greit a installere Octave pa din datamaskin.

Vi skal ikke insistere pa at grafisk illustrasjon ma gjgres med ett spesielt verk-
tgy pa datamaskin, fordi mange har sterke meninger som peker i veldig forskjellige
retninger. For de som foretrekker Python har vi laget en oversettelse av GF kapittel
3 og 5 til Python som ligger bade pa semestersiden V25 og pa Leganto V26, og det
finnes ogsa en Python-versjon av MATLAB-appendikset til LH. For de som fore-
trekker Julia har vi laget en oversettelse av GF kapittel 3 og 5 til Julia. Det gar
ogsa an a benytte GeoGebra. Og det gar an & bruke gnuplot. Og ikke minst gar det
faktisk ogsa an & bruke ITEX med pakken TikZ! Du velger det verktgyet som er din
favoritt!

3.1 Vektor algebra

Laa =11+ 23+ 3k og b =41+ 537 + 6k.
I Matlab/Octave kan vi skrive

a=1[1,2,3]
b = [4,5,6]

I Python kan vi skrive

import numpy as np
a = np.array([1,2,3])
b = np.array([4,5,6])
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https://tikz.dev/

Skalarproduktet eller indreproduktet er
a-b=1-44+2-54+3-6=4+10+18=32
I Matlab/Octave gjores dette ved
axb'

Her er a og b deklarert som radvektorer, mens apostrofen gjor den andre faktoren om
fra rad- til sgylevektor, og utregningen gjennomfgres som en matrisemultiplikasjon
mellom en 1 x 3 radvektor og en 3 x 1 sgylevektor.

I Python kan skalarprodukt utfgres med

np.inner(a,b)
Det dyadiske produktet eller ytreproduktet mellom de to vektorene er
ab=a®b=411+ 515 + 6tk + 851 + 1057 + 125k + 12ke + 15ky + 18kk
I Matlab/Octave gjores dette ved
a'x*b

Her er a og b deklarert som radvektorer, mens apostrofen gjor den fgrste faktoren om
fra rad- til sgylevektor, og utregningen gjennomfgres som en matrisemultiplikasjon
mellom en 2 x 1 sgylevektor og en 1 x 2 radvektor.
I Python kan dyadisk produkt utfgres med
np.outer(a,b)
Kryssproduktet mellom de to vektorene er
t J k
axb=|1 3 | =—-31+67 -3k
4 6

2
5
I Matlab/Octave gjores dette ved
cross(a,b)
I Python gjores dette ved
np.cross(a,b)
Det komponentvise produktet mellom de to vektorene er
1-42+2-55 43 -6k =41+ 105 + 18k

Vi har kanskje ingen standard kompakt notasjon for slike komponentvise produkter
nar vi skriver for hand?!
I Matlab/Octave gjores dette ved & sette punktum foran operatoren

a.xb
I Python kan komponentvis produkt utferes med

a*b

IEller kanskje vi har det likevel? Kanskje du kan lage en passende tensor av rang 3 som du kan
sette mellom a og b, med en prikk pa hver side?
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3.2 Grafisk illustrasjon av felt
Her begrenser vi oss til Octave/Matlab.

En enkel graf
Vi starter med & plotte grafen y = 2 for —1 < z < 1.
Forst deler vi opp intervallet med en passende diskretisering, her med 30 punkter:

x = linspace(-1,1,30);
Regn ut funksjonen, tegn kurven, sett navn pa aksene og en tittel gverst:

Yy = X.*X;

plot (x, y, 'linewidth', 2) 7 standard linjetykkelse er litt for tynn?
xlabel ('x')

ylabel ('y')

title ('parabel')

Octave har en tendens til a tegne for tynne linjer og for sma tall og bokstaver,
derfor kan det veere lurt a ske storrelsen litt. Ovenfor har grafen allerede blitt tegnet
med linjetykkelse 2. Det kan veere behov for a gke tilsvarende for koordinatsystemet
og dekorasjonen rundt ogsa. Skriv deretter ut pa ei fil med passende format:

set (gca, 'fontsize', 15, 'linewidth', 2)

print ('parabel.pdf','-dpdfcrop') % pdf format, kun selve figuren
% print('parabel.pdf','-dpdf') % plasserer figuren pad et helt ark
% print('parabel.png','-dpng') % png format

I Octave vil alternativet -dpdf sette figuren pa et helt ark, noe som ikke er gunstig
dersom figuren skal settes inn i et dokument. Alternativet -dpdfcrop begrenser
resultatet til kun selve figuren:

parabel

0.8

0.6

0.4

0.2

Illustrasjon av skalarfelt

Vi skal betrakte skalarfeltet z = z? + y? som vi skal illustrere vi pa folgende
mater:

e kontur for konstant verdi av z

e skjeering i plan for konstant verdi av x eller y
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o skygge- eller fargelegging for & skape 3D effekt

Forst velger vi intervaller langs x- og y-aksene med passende diskretiseringer. Vi
velger —1 <z <1 og —2 <y < 2 diskretisert med henholdsvis 30 og 40 punkter:

x = linspace(-1,1,30);
y = linspace(-2,2,40);

Sa lager vi et rutenett, dvs. koordinatene til de 30 x 40 punktene hvor diskreti-
seringene til  og y krysser hverandre. Og vi regner ut funksjonsverdiene. Ettersom
det er 1200 koordinatpar (x,y), og 1200 funksjonsverdier, sa gnsker vi ikke & se alle
disse tallene skrevet ut pa skjermen! Derfor skjuler vi dette ved & skrive semikolon:

[xx,yy] = meshgrid(x,y);
Z = XX.72 + yy."2;

Husk at punktum foran en regneoperasjon betyr at den gjores komponentvis.
Vi kan sjekke stgrrelsen pa disse variablene med size(x) og size(xx).

Na er vi klare til a plotte.

Forst tegner vi konturer for konstante verdier for z:

contour (xx,yy,z)

Det er kanskje overraskende at dette ser ut som ellipser og ikke sirkler? For at
det skal se ut som sirkler ma enhetene langs aksene gjgres like:

axis('equal')

Det kan hende at vi gnsker a spesifisere verdiene til konturene, for eksempel at
de skal ha verdier 1 og 2:

contour (xx,yy,z, [1,2])
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Det kan veere greit a vite at dersom vi kun gnsker a tegne konturer med én eneste
verdi sa ma den samme verdien spesifiseres to ganger:

contour (xx,yy,z, [1,1])

1 TN
/ N
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\. /)
N
2
-1-050 05 1

Sa lager vi skjeeringer for konstante verdier for x og y:

mesh (xx,yy,z)

Sa lager vi skygge- og fargelegging sammen med skjaeringer som ovenfor:
surf (xx,yy,z)

@
||““‘"

7
7
,',',',lllnnnl”,’ 7
dagatinyiess

Og til slutt kombinerer vi dette med konturer nede i xy-planet:

surfc(xx,yy,z)
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Dersom du stgter pa uforklarlige problemer kan det veere greit a vite at komman-
doene rehash og rehash toolboxcache far Matlab til & resette seg, clear fjerner
alle variabler, og close lukker grafikkvindu.

Illustrasjon av vektorfelt

Ofte gnsker vi & representere et vektorfelt grafisk ved et pileplott. For hvert
punkt tegner vi da en pil som har samme retning som vektorfeltet i punktet, og
vi lar pilene fa riktig innbyrdes lengde sammenliknet med andre piler. Hver pil
representerer feltets retning og stgrrelse i punktet der hvor halen til pila starter.

Vi kan bruke quiver for a representere et vektorfelt som pileplott i planet, og
quiver3 for a representere et vektorfelt som pileplott i rommet. Det engelske ordet
“quiver” betyr kogger pa norsk, altsa en kurv hvor man oppbevarer piler.

Eksempel: Vektorfeltet til rotasjon som stivt legeme

Vi skal betrakte vektorfeltet v = k x = —yt + x7 som vi gjenkjenner som
rotasjon som stivt legeme. Dette skal vi illustrer ved pileplott.

Forst velger vi intervaller langs z- og y-aksene med passende diskretiseringer. La
oss velge —1 < x <1 o0g —1 <y <1, hver diskretisert med 5 punkter.

NB! I motsetning til visualiseringen av flaten ovenfor, hvor vi brukte et stort
antall punkter for at visualiseringen skulle framsta som glatt, gnsker vi na et pileplott
med et relativt lite antall piler for at det skal bli mulig & se hver enkelt pil!

x = linspace(-1,1,5);
y = linspace(-1,1,5);
[xx,yy] = meshgrid(x,y);

Sa bruker vi kommandoen quiver som betyr “kogger”:

quiver (xx, yy, -yy, XX);
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Til slutt skalerer vi lengden til pilene slik at de blir litt kortere (faktor 0.5), setter
navn pa aksene, spesifiserer over hvilke intervaller aksene skal ga, ber om at enhetene
skal veere like lange langs hver akse for at bildet skal bli kvadratisk.

Vi tegner en fet prikk i origo for a indikere at det er et stagnasjonspunkt, med
stgrrelse 20 for at den skal veere lett synlig. Standar oppfgrsel til Octave er a viske
ut forrige figur fgr nest tegnes, men na gnsker vi a behold pileplottet sammen med
prikken, derfor ma vi fortelle at grafikken skal “holdes™

quiver (xx, yy, -yy, xx, 0.5);

hold on
plot(0,0,'b.', "MarkerSize", 20)
xlabel('x")
ylabel('y')
axis([-1.5,1.5,-1.5,1.5],'equal"')
hold off
15
1, = =0
ost , . - 0
>~ 0 l"'T
- N
R
-1.5
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Eksempel: Visualiser vektorfeltet v = v,4 + v,J = x4 + yJ

[x,y] = meshgrid(-5:1:5);

VX = X;

vy = Vs

quiver(x,y,vx,vy)

% Vi kan indikere stagnasjonspunktet i origo med et kulepunkt.
hold on

plot ([0], [0], 'b.', 'markersize', 20)
% Navn pa aksene

xlabel('x"')

ylabel('y')

axis([-5,5,-5,5], 'equal')

hold off

Dette gir fplgende plott:
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Merk at kommandoen axis equal er ngdvendig for at innbyrdes vinkel mellom
pilene skal se riktig ut.

Eksempel: Fglgende program visualiserer et kuleskall og normalvektorer til kule-
skallet (vi skal laere om kulekoordinater seinere):

o

% Bruk kulekoordinater for & parametrisere ei kuleflate med radius 1
R=1;

theta = linspace(0,pi,13);

phi = linspace(0,2*pi,13);

% Lag rutenett

[THETA,PHI] = meshgrid(theta,phi);

% Bruk parametriseringen for & regne ut kartesiske koordinater

X = R.*sin(THETA) . *cos(PHI);

Y = R.*sin(THETA) .*sin(PHI);

Z = R.*cos(THETA) ;

% Plott kuleoverflata

surf(X,Y,Z)

xlabel('x"')

ylabel('y')

zlabel('z")

% De kartesiske komponentene til gradienten til skalarfunksjonen

o

% brukes for & angi retningen til normalvektorene

dX = X ;
dy = Y ;
dz = 7 ;
hold on

% Kommandoen quiver3 tegner piler i 3D rom. Pilene starter i punktene
% gitt ved koordinatene X,Y,Z og peker i retningene gitt ved dX,dY,dZ.

% Vi har angitt en skalering 3 for at pilene skal ta seg bra ut visuelt.
% Dessuten ber vi om at pilene skal vare rgde.

quiver3 (X,Y,Z,dX,dY,dz,3,'r")

axis equal

hold off

Dette gir folgende plott:

35



N O

Kommandoen axis equal er ngdvendig for at kula skal se kulerund ut, uten
denne kommandoen vil kula se sammentrykt ut.

Hvor er pilene forankret i et vektor pileplott?

Legg merke til at figur 1.15b i Matthews (1998) [5] er annerledes enn illust-
rasjonene vi har vist ovenfor: Matthews lar midten av hver pil veere forankret i
referansepunktet for pila, mens vi har latt halen til hver pil veere forankret i refe-
ransepunktet for pila. Det er absoulutt mest vanlig at halen til hver pil er forankret
i referansepunktet.

I Python kan man velge hvor referansepunktet skal plasseres ved parameteren
pivot{'tail', 'mid', 'middle', 'tip'}, default: 'tail'

i kallet til quiver.

3.3 Oppgaver
3.1 Visualiser de to-dimensjonale vektorfeltene i oppgave 1.3 pa datamaskin.
3.2 Visualiser de tre-dimensjonale vektorfeltene i oppgave 1.4 pa datamaskin.

3.3 Visualiser det tre-dimensjonale vektorfeltet i oppgave 1.5 ved diverse tidspunkter
pa datamaskin. Visualiser i tillegg partikkelbanen over et tilsvarende tidsinter-
vall.
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Kapittel 4

Gradient, retningsderivert,
ekviskalarflater og strgmlinjer

4.1 Ordinger og partiell derivert

Ordineer derivert
For en skalar funksjon av én variabel, f(z), definerer vi den deriverte, eller stig-

ningstallet, som grensen
i [t A2) — f(@)

/ = — =
fla) = dr  Az—o0 Ax
Om vi tenker oss at Az enna ikke har nadd sin grense, men at likninga likevel

gir en god tilngerming, s& kan vi tilneerme tilveksten til f(x) nar vi flytter oss fra x
til o + Aw,

Af = flz+ Ax) = f(z) = fl(z)Ax
Dersom funksjonen er deriverbar, sa vil tilnsermingen bli vilkarlig god i grensen
at Az blir vilkarlig liten, da bytter vi ut “A” med “d” for a angi “differensial”

df = f'(x)dx
hvor df og dx er infinitesimale stgrrelser.

Det er viktig & poengtere at df og dx ikke bare er symboler, men er faktiske
og virkelige stgrrelser! De kan baere bade tensor-rang og fysisk dimensjon!

Partiell derivert
For en skalar funksjon av to variable, f(x,y), definerer vi de partiellderiverte
med hensyn pa z og y som grensene

8_f: lim f(x+A$,y)—f(x,y) og g: lim f(a:,y+Ay)—f(a:,y)
Or  Az—0 Ax Jdy  Ay—0 Ay

Om vi tenker oss at Az og Ay enna ikke har nadd sine grenser, men at likningene
likevel gir gode tilnserminger, s& kan vi skrive uttrykk for tilveksten til f(x,y) nar
vi flytter oss fra (z,y) til (z + Az, y), eller fra (z,y) til (z,y + Ay), som

of of
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NB! Noen ganger ser man notasjonen f, og f, som alternativ til af og ay
Vi skal ikke bruke slik notasjon! Vi skal oppfatte f, og f, som komponentene
til vektoren f = f,i + f,J.

4.2 Gradient og retningsderivert

Vi fortsetter & betrakte den skalare funksjonen f(z,y) av to variabler z og y.
Tilveksten til f(x,y) nar vi flytter oss fra r = xé +yj til r + Ar = (z + Ax)i +
(y+ Ay)g er

Af = fle+Az, y+Ay)—f(z,y) = f(e+Az, y+Ay)—f (2, y+Ay)+ f (z, y+Ay)— f(z,y)
Dersom vi grupperer leddene sammen parvis ser vi at vi kan gjgre tilnsermingen

of —Ar+— 8f

Af ={flx+Az,y+ Ay) — f(z,y + Ay)}+{f(z,y + Ay) — f(z,y)} = o ay

I grensen Az — 0 og Ay — 0 og Af — 0 skriver vi

fd +—fdy (af +—f)~(ida:+jdy)

df = ox dy ox Jy

som kalles et totalt differensial. Det totale differensialet kan vi skrive pa kompakt
form som

df = Vf-dr

hvor
dr = edx + 3dy

er en infinitesimal forflytningsvektor, og hvor

af . of .
V=5t 5y

kalles gradienten til den skalare funksjonen f.
Vi kan isolere ut V som en vektor-operator. I tre dimensjoner blir den

V:iﬁ—i-jg%—k—
ox Y

denne kan vi kalle enten “nabla” eller “del”.!

Nok en gang er det viktig & poengtere at df og dr ikke bare er symboler,
men er faktiske og virkelige stgrrelser! De kan bzre bide tensor-rang og
fysisk dimensjon!

'Det matematiske symbolet V ble oppfunnet av William Rowan Hamilton (1805-1865). Ordet
“nabla” kommer fra gresk eller arameisk sprak og er navnet pa en antikk harpe som ser ut som
symbolet V.
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Retningsderivert = stigningstall langs en retning

La a veere en enhets retningsvektor, |a| = 1. La oss betrakte ei linje som gar
igjennom punktet ry langs retningen til a, og la s veere avstanden fra ry til r. Vi
sier at vi parametriserer posisjonsvektor r» med avstanden s:

r(s) =ro+as

dr = d—rdSZads
ds

Differensialet til den skalare funksjonen f kan da skrives
df =Vf-dr=Vf-ads

Den retningsderiverte til f i retning a er

df _

1s Vf-a

Vi skal kreve at |a| = 1 for at den retningsderiverte skal ha en intuitivt riktig
verdi. Vi gnsker nemlig at s skal male avstanden som vi beveger oss langs linja.

NB! Legg merke til at noen matematiske tekster tillater |a| # 1 (se for eksempel
LH 2.4 sin kommentar midt pa side 119, legg for gvrig merke til at LH 2.4 har byttet
om a og r i forhold til presentasjonen her [3]).

Egenskaper til gradienten til en skalar V f
For en funksjon f(r) kan den retningsderiverte i retningen til a skrives som

47 _

P Vf-a=|Vf|la|lcosd = |V f|cosb

Her tenker vi oss at vi star i et punkt ry og beveger oss i retning a i henhold til en
parametrisering r = ro + sa hvor parameteren s angir avstanden fra punktet 79 i a
sin retning. Vi skal insistere pa at |a| = 1 slik at s faktisk méler avstand. Vinkelen
mellom Vf og a er 6.

Vi ser at den stgrste verdien for den retningsderiverte oppnas for 6§ = 0, det vil
si nar a og V f peker i samme retning. Vi kan sette a = g—}c‘ og vi ser at den storste
verdien til den retningsderiverte er |V f|.

Vi ser ogsa at dersom a 1 V f sa er den retningsderiverte lik null.

Eksempel: Hvor bratt er et terreng i en bestemt retning?
Et terreng er gitt ved
2= h(z,y) =2* —y’

hvor x peker mot gst, y peker mot nord, z-aksen peker oppover, og h(x,y) er hgyden
til terrenget. Underspgk om likninga er gitt pa dimensjonell eller dimensjonslgs form.
Finn stigningstallet i punktet » =4 (z = 1 og y = 0) i retning nordgst.

Forst undersgker vi om likninga er dimensjonell eller ikke: Vi innser at x, y
og z ma representere lengder. Dersom likninga var dimensjonell sa ville hgyresiden
ha dimensjon av areal mens venstresiden vil ha dimensjon av lengde. Dette er en
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selvmotsigelse da en lengde ikke kan veere lik et areal. Folgelig innser vi at likninga
er gitt pa dimensjonslgs form.
Retningen nordgst betyr at vi gar like mye mot nord og gst, for eksempel 2+ 7. Vi

insisterer imidlertid pa at |a| = 1, sd vi ma normalisere lengden a = “LTQ’ Gradienten

til h er Vh = 224 —2yj. Den retningsderiverte er Vh-a = v/2(z —y). Stigningstallet
i punktet 7 = 4 i retning nordgst er Vh-al,_, ,_ = V2.

Eksempel: I hvilken retning gker temperaturen mest?
Temperaturen i et rom er gitt ved

T(x,y,z) = alr+ 2y — 32).

Dersom T har fysisk dimensjon temperatur og z,y, z har fysisk dimensjon lengde,
hva er den fysiske dimensjonen til a? I hvilken retning gker temperaturen mest, og
hvor mye?

Fgrst innser vi at den fysiske dimensjonen til @ ma veere [o] = nperatur

lengde
Gradienten til temperaturen er VI' = «(é + 25 — 3k). Vi vet at temperaturen

gker mest i retningen til gradienten. Den retningsderiverte i den retningen er lik
IVT| = av14.

Vi kan ogsa regne ut enhets retningsvektor i retningen som temperaturen gker
_ VJ _ i42j-3k
mest a = i NS

4.3 Taylor-utvikling

Oppkalt etter Brook Taylor (1685-1731) som ble fgdt samme &r som komponistene
Johann Sebastian Bach, Georg Friedrich Handel og Domenico Scarlatti!

Taylor-utvikling i én variabel
Taylor-utviklingen av en funksjon f(z) rundt et punkt z, er

1d2f

1dvf
toar

(zo)(z—20)* + - .+mdx”

F(2) ~ F(0) + L () (@ — o)

10 (xo)(z—20)" 4+ -

Ta som eksempel f(x) = cosx og xo = 0, da far vi

1
fla)m 1 gat e

Folgende program i Matlab/Octave:

% Taylor-utvikling av cos(x) rundt origo
xmax=7 ;

n=100;

x=linspace (-xmax,xmax,n) ;

hold off

% funksjonen i svart

plot(x,cos(x),'k");

axis([-xmax xmax -2 2])
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xlabel('x")

hold on

% potens null i bla

plot ([-xmax xmax], [1 1], 'b');
% potens to i grgnn

plot (x, 1 - 1/2*%x.72, 'g');

produserer kurvene i svart, bla og grgnn i folgende plott:

2

Vis at dersom Taylor-utviklingen fortsettes vil resultatet til fjerde, sjette og attende

potens veere gitt ved kurvene tegnet i gul, cyan og magental

Konklusjonen ser uansett ut til & veere at Taylor-utviklingen er god for |x| liten

og sveert darlig for |z| stor.

Taylor-utvikling i flere variable
Taylor-utviklingen av en funksjon f(z,y) rundt et punkt (z¢,yo) er

) o) + 5 o) = ) + 5, 0) = )

o? 0?
; o) =0+ o Lo, g~ 20)y — 0
o 102

+ 2 0yox ——— (@0, o) (z — 20)(y — yo) + 20y 5 (@0, %0)(y — v0)* + - --

Vi trenger na fﬁlgende resultat fra matematikken, se LH 2.5.2 [3]:

Dersom 2L og

7 eksisterer og er kontinuerlige, s& er de like.

Byaz

Vi skal anta at dette er tilfellet for oss, sa vi kan skrive

f(z,y) =f(wo,y0) + %(1’0, Yo) (@ — o) + ﬁ(3130,90)(9 — %)

Ay
2 2
+ 56—];(950, yo)(z — m9)” + éfz:éfy (z0,%0)(x — 20)(¥ — o)
102

+ 58_y2<x0’y0)(y —yo)* +

41



Eksempel: Taylor-utvikling i to variable
Ta som eksempel f(z,y) = (1 —y?)cosz og xg = yo = 0, da far vi

1
flay) 1 —ga® =y + -
Fglgende program i Matlab/Octave illustrerer funksjonen f(z,y) og Taylor-utviklingen:

% Taylor-utvikling av (1-y~2)*cos(x) rundt origo
% over kvadratisk omrdde i xy-planet
maks=5;

n=20;
[x,y]=meshgrid(linspace(-maks,maks,n));
hold off

% funksjonen i solid flate

surf (x,y,cos(x) .*x(1-y.~2));

hold on

% Taylor-utvikling til potens 2 i nett
mesh(x,y,1-0.5%x.72 - y."2);
xlabel('X")

ylabel('Y')

produserer de to flatene som er vist i folgende plott:

Inne i Matlab/Octave kan man bruke musa pa figuren for & dreie den rundt, for & fa
et inntrykk av hvordan Taylor-utviklingen tilnszermer funksjonen i z- og y-retning.

4.4 A finne skalarfunksjonen nar gradienten er kjent

Dersom et vektorfeltet kan skrives som gradienten til et skalarfelt, v = V¢, sier vi at
vektorfeltet v er konservativt og vi kaller skalarfeltet ¢ et skalarpotensial eller bare
potensial. Vi skal na studere hvordan vi kan finne ¢ ved a lgse differensiallikninga
v = V¢ direkte.
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Eksempel:
Finn ¢ nar Vo = y2 + zj + k.

Vi har 5 P P
V(;S:—ii—l——gbj—i-—fk:yi—kxj—i—k

De tre koordinat-retningene star ortogonalt pa hverandre, og falgelig ser vi at vi ma
lpse et system av tre likninger som vi skriver pa komponentform.

00_ 0 0,
or Y 8y_$ oz

Alternativ I:
Likningene er ganske enkle a lgse

0
a—ij - ¢ =1y + fi(y,2)
g—i:x — ¢ =zy+ folx, 2)
0
Yol = =zt

hvor de tre funksjonene fi, fo og f3 er tilfeldige integrasjonskonstanter for hver
integrasjon (konstanter med hensyn pa variabelen det ble integrert med hensyn pa).
For at svaret skal bli entydig ma vi velge disse tre funksjonene slik at de tre lgsningen
ovenfor kommer i overensstemmelse. Dette problemet kan vi lgse ved a “stirre” pa
likningene ovenfor, og veere tilstrekkelig kreativ for a “komme pa” en passende lgsning

fily,z) = z+ ¢, fo(z,2) = 2z + ¢, fas(z,y) =2y +c

hvor c er en tilfeldig konstant. Svaret blir fglgelig
¢(z,y,2) =2y +2+4c

hvor ¢ er en tilfeldig konstant.
Legg merke til at skalarfunksjonen ¢ ikke er entydig definert fordi vi kan velge ¢
til & ha hvilken som helst verdi!

Alternativ II:
Dersom vi ikke liker & “stirre” kan vi ga forsiktigere til verks. Forst ser vi pa
komponentlikninga i z-retning

do
or Y
hvor f er en integrasjonskonstant med hensyn pa x, og deretter setter vi dette inn i
komponentlikninga i y-retning
op of of _

Ay dy y

= gb:xy—i—f(y,z)

0 = f=9(2)
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hvor g er en integrasjonskonstant med hensyn pa y, og deretter setter vi dette inn i
komponentlikninga i z-retning

op of _ 99 _
82_1 — 0z 0z

hvor ¢ er en integrasjonskonstant. Sa substituerer vi tilbake og far samme svar

1 1 - g=z+c

o(z,y,2) =zy+2+c.

Denne gangen kom vi i mal uten verken a “stirre” eller veere kreativ, men skrivear-
beidet var mer omstendelig.

Eksempel: Noen ganger eksisterer det ikke en skalarfunksjon
Se pa vektorfeltet y2+xyg og forsgk a finne en skalarfunksjon ¢ slik at gradienten
til ¢ gir nevnte vektorfelt

_0¢. 0p .2 . .
V¢—%’l+a—y =yt + 1Y)

Pa komponentform far vi
d¢
or Y
9¢
% =
hvor f og ¢ er integrasjonskonstanter. Disse to uttrykkene ser ikke ut til & komme

overens!
Vi kan fa en litt dypere forstaelse ved a se pa de blandede dobbeltderiverte

¢ 0 (a¢):1

— ¢ =zy+ f(y)

1
y — 6= 5oy’ +g(z)

dydxr a_y oz
¢ 0 [(9p\
oxdy 0Ox \dy) 4
Disse er forskjellige. Husk LH setning 2.5.2 [3]:
0? o?
Dersom Oy;sa: og 8x6¢y eksisterer og er kontinuerlige, s& er de like.
Det kontrapositive’ utsagnet blir
0? 0?
Dersom ¢ ¢ er ulike s3 er de enten diskontinuerlige eller s3

0yox °8 0xdy

eksisterer de ikke.

I dette tilfellet er de ikke like, og alle uttrykkene er kontinuerlige, sa vi ma konkludere
at de ikke eksisterer! Det er skalarfunksjonen ¢ som ikke eksisterer. Vi har fglgelig
vist at vektorfeltet yi + zyj ikke er gradienten til en skalarfunksjon.

2Det logiske utsagnet “Hvis Q, sa P” er ekvivalent med det kontrapositive utsagnet “Hvis ikke
P, sa ikke Q”
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4.5 Ekviskalarflater og flatenormalvektor

Vi skal na se pa uttrykk av typen §(x,y, z) = konstant. Dette uttrykket er tvetydig,
fordi det kan enten bety at (x,y, z) er definert til & veere en konstant eller det kan
bety at B(z,y, z) er en funksjon av x og y og z som tvinges til & holde en konstant
verdi. Vi er interessert i det siste tilfellet, og dette vil gi en relasjon mellom verdiene
til x og y og z som beskriver en flate. Denne flaten skal vi kalle for en ekviskalarflate
fordi skalarfunksjonen 3 holdes pa konstant verdi.

Det er altsa viktig at vi sier tydelig ifra hva vi mener med uttrykk av typen
B(x,y, z) = konstant.

Eksempel: For skalarfunksjonen 8(z,y, z) = x, beskriv ekviskalarflaten 8(x, y, z)
1. Dette er x = 1 som er et plan parallelt med yz-planet.

Eksempel: For skalarfunksjonen 3(z,y, 2) = #?+y?+22, beskriv ekviskalarflaten
B(z,y,2) = R?. Dette er et kuleskall med radius R sentrert rundt origo.

Eksempel: Et terreng er gitt ved hgydefunksjonen z = h(x,y) hvor = og y er
horisontale koordinater, z-aksen peker oppover, og funksjonen h(z,y) angir hgyden
til terrenget. Vi definerer skalarfunksjonen f(z,y,2) = 2z — h(z,y). Terrenget kan
betraktes som ekviskalarflaten 3(z,y, z) = 0.

Flatenormalvektor til en eksviskalarflate
Vi skal vise at V3 star normalt pa ekviskalarflaten S(r) = konstant.

Alternativ I: Bruk formelen for totalt differensial

Vi star i et punkt ro pa en ekviskalarflate 5(r) = konstant, og vi regner ut
gradienten V3. La oss betrakte en infinitesimal forflytning dr fra punktet rq til et
nytt punkt rq + dr pa samme ekviskalarflate 3(ry + dr) = konstant. Husk formelen
for totalt differensial dg = V3 -dr. Dersom dr er en forflytning til et nytt punkt pa
samme ekviskalarflate, sa kan ikke § endre verdi, det vil si dg = 0, og fglgelig har
vi VB -dr = 0. Da ma enten V5 L dr eller V5 = 0.

NB! Det spesielle alternativet V3 = 0 opptrer gjerne nar det ikke er meningsfullt
a snakke om en normalvektor. Et typisk eksempel kommer like nedenfor!

Alternativ II: Bruk formelen for retningsderivert

Se pa den retningsderiverte til S(r) i en retning a, % = Vp - a, hvor s er en
parameter som maler avstanden vi forflytter oss langs retningen til a. Dersom vi
insisterer pa at retningen til a er i tangentplanet til ekviskalarflaten sa skal ikke 3

endre sin verdi nar vi flytter oss infinitesimalt, det vil si V3 - a = 0. Da méa enten

VB L aeller V5 =0.

Eksempel: Finn enhetsnormalvektor til flaten z = 0.

Vi ser umiddelbart at flaten er yz-planet. Vi kan beskrive flaten som en ekviska-
larflate til f(x,y, 2) = x, nemlig § = 0. Derfor regner vi ut V3 = Va = 4. Denne
har allerede enhetslengde, men for ordens skyld kan vi skrive enhetsnormalvektor

Vz

= :t— =
"V

+1
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Her har vi markert to alternative lgsninger, nemlig at normalvektor kan peke i
positiv eller negativ z-retning.

Eksempel: Finn enhetsnormalvektor til kuleflaten 22 + 2 + 22 = R2.

Vi kan beskrive flaten som en ekviskalarflate til 3(x,y, 2) = 22 + y? + 22, nemlig
B = R?. Derfor regner vi ut V3 = 2xi + 2yj + 2zk. For & finne en normalvektor
med enhetslengde skriver vi

\Y5; _ixi+yj+zk:
val R

n:il

Igjen har vi markert to lgsninger, nemlig at normalvektor kan peke inn mot
sentrum eller ut fra sentrum.

NB! For det spesielle tilfellet av radius lik null, R = 0, reduseres kuleflaten til
kun ett punkt som er sentrum i kula. I dette tilfellet er V3 = 0 og formelen for
normalvektor fungerer ikke (den blir et 0/0 uttrykk og har ikke entydig retning).
Det er selvfglgelig ikke meningsfullt & snakke om en normalvektor til en “flate” som
ikke har stgrre utstrekning enn ett eneste punkt!

4.6 Strgmlinjer/Feltlinjer

Strgmlinjene eller feltlinjene til et vektorfelt v(r) er kurver som har vektorfeltet som
tangent overalt.

Husk: For to vektorer A og B har vi |A x B| = |A||B|sin# hvor 6 er vinkelen
mellom A og B. Dersom vektorene A og B er parallelle A||B sa er A x B = 0.
Motsatt vei har vi at dersom kryssproduktet er null A x B = 0 sa er de enten
parallelle A||B eller minst en av dem er nullvektor A = 0 eller B = 0.

La oss tenke oss at strgmlinjene har infinitesimale tangentvektorer dr. Vi krever
at dr er parallell med v, v||dr. Dette kan vi skrive som

v xXdr =0.

Dette er likninga som vi ma lgse for a finne strgmlinjene. Vi forstar at likninga
antakelig ikke kommer til a fungere i punkter hvor v enten er nullvektor eller har en
singularitet.

Punkter hvor v er nullvektor skal vi kalle stagnasjonspunkter. Punkter hvor v er
singuleer skal vi kalle singuleere punkter.

Eksempel: La v = —yt + zj. Finn strgmlinjene!

Forst legger vi merke til at v ikke er singuleer noe sted, men er nullvektor i origo.
Folgelig er origo et stagnasjonspunkt.

Med posisjonsvektor » = x2+1yg + zk sa blir differensialet dr = det+dyy +dzk.

i § ok
vxdr=|—-y z 0 |=zdzi+ydzj+(—ydy—axdr)k=0
de dy dz
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Denne likninga lgser vi komponentvis
rdz =0 ydz =20 —ydy —xdr =0

Forste likning har lgsning = 0 eller z = konstant.

Andre likning har lgsning y = 0 eller z = konstant.

Tredje likning er ei separabel ordinger differensiallikning, = dx = —y dy, og lgses
ved & ta integralet pa begge sider, [z dz = — [ ydy, som gir 2> = —3y*+konstant.

Den fulle lgsninga blir da 2 + 3% = konstant og z = konstant, altsa sirkler med
sentrum i z = y = 0 og som ligger i plan parallelle med zy-planet.

Ekviskalarkurver for skalarfunksjonen f(z,y) lager vi med contour, og pileplott
for vektorfeltet v lager vi med quiver, som forklart i seksjon 3.2.

Folgende program i Matlab/Octave visualiserer strgmlinjene sammen med et
pilplott for vektorfeltet, og vi spanderer en stor svart prikk i stagnasjonspunktet:

[x,y] = meshgrid(-5:1:5);

VX = -Y;

vy = X;

quiver(x,y,vx,vy)

% f#lgende for at sirklene skal se ut som sirkler og ikke ellipser:
axis equal

f=x."2+y.72;

hold on

contour (x, y, f)

% f#lgende markerer stagnasjonspunktet med et svart kulepunkt:
plot (0, O, '.k', 'markersize', 20)

hold off

og produserer fplgende plott:

Dette plottet har i hvert fall ikke for fa piler, men sirklene er ikke spesielt pene.
Rutenettet er kanskje for fint for pilene, men for grovt for kurvene. Lgsninga er i sa
fall a bruke forskjellig rutenett for quiver og contour, for eksempel

[x,y] = meshgrid(linspace(-5,5,40));
f=x."2+y.72;
contour (x, y, f)
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Eksempel: La v = y¢ + zj. Finn strgmlinjene!

Vi kan vise at i dette tilfellet er strgmlinjene gitt ved 22 — y? = konstant og z =
konstant, altsa hyperbler som ligger i plan parallelle med xy-planet.

Vi kan modifisere skriptet ovenfor (det trengs kun & endre to fortegn) og fa
fglgende figur:

Nok en gang er det behov for a bruke forskjellig opplgsning i rutenett for antall piler
kan veere forholdsvis lite samtidig som kurvene til konturplottet blir tilstrekkelig
glatte.

Eksempel: La v = yi¢ + xj. Finn partikkelbanene!
dr dy _

Vi skal lgse - = v. Pa komponentform blir dette i—f =y og 3+ = z. Dette er et
system av to koblede likninger. Vi kan eliminere y for & fa ei likning for kun x ved a ta
den deriverte av den fgrste likninga og substituere inn den andre likninga, % = % =
x. Vi star igjen med (5127? — x = 0. Dette er ei lineser ordineer differensiallikning med
konstante koeffisienter, som vi lgser ved & anta xz(t) = ae™ hvor a er en vilkarlig
konstant og m méa bestemmes. Substitusjon inn i likninga gir a(m? — 1)e™ = 0.
Ettersom eksponentialfunksjonen ikke kan veere lik null, og vi ikke gnsker a tvinge a
til & veere null, s& méa vi oppfylle den karakteristiske likninga m? — 1 = 0. Vi finner
to karakteristiske rgtter, m = 41. Dermed kan vi skrive den generelle lgsninga
z(t) = ae' 4+ be™" hvor a og b er to vilkirlige konstanter. Vi finner deretter y(t) =

‘cil—“’t” = ae’ — be™t. Vi har na funnet partikkelbanen parametrisert ved ¢. Vi kan na
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finne et uttrykk for partikkelbanen uten referanse til parameteren ved & innse at
2?2 —y? = 4ab = en vilkarlig konstant. Legg merke til at partikkelbanene er identiske
med strgmlinjene som vi fant i forrige eksempel!

Er strgmlinjer og partikkelbaner alltid like?
Dersom vi starter med likninga for en partikkelbane

d
d—: =v(r,t)
og multipliserer opp dt

dr =v(r,t)dt
og deretter krysser med dr, sa far vi

dr x dr =0 =v(r,t) x drdt

sa ser vi at resultatet blir

v(r,t) xdr=20

som er likninga for strgmlinjer for hver fastholdt verdi for t.

Vi innser fglgelig at partikkelbaner er identiske med strgmlinjer dersom vektor-
feltet v(r,t) = v(r) ikke er funksjon av parameteren ¢.

Dersom vektorfeltet v(r,t) er funksjon av parameteren ¢t si kan stromlinjene
for hver fastholdt verdi av ¢ enten veere lik eller ulik partikkelbanene (se oppgaver
nedenfor).

En partikkelbane er som en reise i tid og rom, som vi kan fange opp i en video
som lgper over tid. En strgmlinje er derimot et gyeblikkshilde som kan fanges opp i
et fotografi ved ett bestemt tidspunkt.

4.7 Oppgaver

4.1 Finn gradienten til fglgende skalarfunksjoner

(a) f =2+ 2y + 32*
(b) f=eYcosx

(0 f==

4.2 Finn den retningsderiverte til skalarfunksjonen f = e ¥ cosx i punktet x =y =1
langs linja y = 2.

4.3 Finn Taylor-utviklingen opp til andre ordens (kvadratiske) ledd til skalarfunk-
sjonen f = e ¥ cosx rundt punktet r =y = 1.

4.4 Undersgk om fglgende vektorfelt kan skrives som gradienten til en skalarfunk-
sjon, v = V¢, og finn i sa fall skalarfunksjonen ¢:

(a) v=1
(b) v=3
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(k) v =yi+ xyj
) v=zxi+yj+zk
(m) v=—2zi+yj+ zk
4.5 Finn partikkelbanene (losning av 4 = v) med r(0) = 0, og finn strgmlinjene

som gar igjennom origo for ulike fastholdte verdier for ¢, for folgende vektorfelt:
(a) v(t) =i+ jt
(b) v(t) =disint +j

4.6 Vis at for vektorfeltet v(r,t) = xti + ytj, med r = xé + yj, er stromlinjene for
dr

ethvert tidspunkt ¢ > 0 lik partikkelbanene gitt ved lgsningen av &f = v.
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Kapittel 5

Kurve-, flate- og volumintegral

5.1 Kurveintegral

Vi skal integrere et skalarfelt f eller et vektorfelt F' langs en kurve . Langs kur-
ven tenker vi oss infinitesimale kurveelementer dr, og vi forutsetter at kurven er
tilstrekkelig glatt til at det er fornuftig & tenke pa kurveelementene dr som tangen-
ter til kurven. Kurven er orientert, dvs. den gar fra ett punkt til et annet i en gitt
retning som er indikert ved retningen til dr. Vi kan veere interessert i & regne ut
kurveintegraler av typen

/F -dr, /F x dr, /Fdr, /fdr, /fdr, etc.
gl gl v v g

langs kurven «. Her er dr = |dr|.
I det spesielle tilfellet at kurven starter og slutter pa samme sted vil integralet
vaere rundt en lukket kurve, da skriver vi gjerne en sirkel rundt integraltegnet

]{F - dr, 7{F x dr, j{Fdr, ffdr, ]{fdr, etc.
v v Y v Y

Noen ganger, for eksempel for a implementere kurveintegraler pa datamaskin,
kan vi tenke oss at kurven er delt opp i rette kurveelementer av endelig lengde,
Ar;, og tilneerme kurveintegralet ved en sum over kurveelementene, for eksempel
> F;-Ar;. I grensen at |Ar;| — 0 gar Ar; over til det infinitesimale kurveelementet
dr og summen over til et integral, . F; - Ar; — f7 F .dr.

Vi kan la kurven veere parametrisert med en parameter . Noen ganger kan vi
tenke oss at parameteren er tiden som lgper mens vi flytter oss langs kurven, andre
ganger kan vi tenke oss at parameteren er avstanden tilbakelagt langs kurven, men
parameteren trenger verken a veere tid eller avstand. Nar parameteren gker fra t til
t + At vil vi forflytte oss langs kurven

Ar =r(t+ At) —r(t) = d—TAt.
dt
I grensen at At — 0 blir forflytningen infinitesimal og vi skriver dr = i—’;dt. I det
spesielle tilfellet at parameteren kan tolkes som tid, sa beveger vi oss langs kurven
med hastighet v = ‘Cil—;.
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Eksempel: Omkretsen til en sirkel med radius R
La kurven v (altsa sirkelen) veere parametrisert med vinkelen 6:

r(0) = Rcosfi + Rsinfj med 0<60<2r

Vi har
dr = (—Rsinfi + Rcosfj)dd

0g

dr = |dr| = V/ R?sin® 0 + R? cos? 00 = Rd6
og omkretsen blir

2T
]{dr = RdO = 27 R.
o 0

Eksempel fra fysikk: Arbeid = kraft prikket med vei

Dersom en konstant kraft F' virker over en rettlinjet bevegelse Ar sa er arbeidet
utfort av kraften AW = F - Ar.

Arbeid er energi og kan males i Joule (J = N m = kgS;“Q), kraft kan males i

Newton (N = kf;“) og vei kan males i meter (m). Vi har J = N m.
Dersom kraften ikke er konstant, eller veien ikke er rett, sa tar vi forst grensen
at forflytningene blir infinitesimale, dW = F - dr, og integrerer, og vi far arbeidet

uttrykt ved kurveintegralet
W = / F -dr
v

To spgrsmal om kurveintegraler

Dersom vi skal beregne et kurveintegral som starter i et punkt ry, og ender opp
i et annet punkt 71, sa kan det veere mange veier for a komme seg fra ry til 71, og
det kan veere mange mater a parametrisere hver vei. To spgrsmal dukker opp:

o Gir forskjellige parametriseringer av samme vei samme svar?

e Gir forskjellige veier mellom samme endepunkter samme svar?

Det fgrste spgrsmalet er hva som omhandles av LH setning 3.3.6 for skalarfelt
og av LH setning 3.4.5 for vektorfelt [3]. Setningene sier at to parametriseringer av
samme kurve skal gi samme svar for kurveintegralet for skalar- eller vektorfelt. Vi
skal straks gi et eksempel som viser hvor viktig det er at forutsetningene for & bruke
disse setningene ma veere oppfylt!

Eksempel: Friksjonskraft

Friksjon forsgker a bremse en bevegelse, typisk vil friksjonskraften veere rettet
motsatt hastigheten. Det er vanlig at friksjonskraften gker med hastigheten. Den
enkleste modellen for friksjonskraft er at den er proporsjonal med hastigheten. La
oss anta formelen F' = —pwv hvor o > 0 er en friksjonskoeflisient og v er hastigheten
vi beveger oss med.
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For a studere friksjonskraft kan det veere naturlig a velge tiden ¢ som parameter.
Vi betrakter r(¢) som representasjon av banen eller kurven v som vi beveger oss

langs. Hastigheten er v = ‘21—:, folgelig har vi dr = vdt.
La oss finne arbeidet som friksjonskraften F' = —puwv gjor for rettlinjet bevegelse

med konstant hastighet langs x-aksen fra x = 0 til x = L.
Vi antar at vi forflytter oss en avstand L i lgpet av en tid 7" med konstant
hastighet. Farten er v = L/T. Hastigheten er v = %'L Vi har dr = v dt, og arbeidet

blir
T L2
/F-d’r:/ —p?dt = —p=— = —plwv
Y 0 T

Svaret forteller oss at arbeidet avhenger av tiden vi bruker pa a flytte oss den
gitte avstanden, alternativt kan vi si at arbeidet avhenger av farten vi beveger oss
med. Jo fortere vi beveger oss, jo kortere tid bruker vi, og jo stgrre blir arbeidet.
Her er en illustrasjon for tilfellet puL? = 1:

10

arbeid

Dette har en viktig praktisk konsekvens: Tenk deg at du skal kjore bil en viss
strekning, og at friksjonen oppfgrer seg slik som modellen over. Dersom du gker
farten til det dobbelte, slik at tiden du bruker blir halvert, sa kan du forvente a
bruke dobbelt sa mye drivstoft!

Om du er miljgbevisst bgr du tenke pa dette: Dersom du reduserer tiden til det
halve sa kan du forvente & bruke dobbelt s& mye drivstoff! Det er fordi arbeidet
som gjores av friksjonskreftene vil gke. Det kan lgnne seg a kjore litt saktere enn
fartsgrensen dersom du gnsker a spare penger eller miljget!

Er eksemplet med arbeidet utfgrt av friksjonskraft i strid med LH sats 3.4.5
[3]? Det ser nemlig ut til at kurveintegralet avhenger av parametriseringen av én og
samme kurve?

Svaret er at LH sats 3.4.5 ikke gjelder i dette tilfellet fordi friksjonskraft ikke er
et felt. Husk hva vi sa innledningsvis i kompendiet: Friksjonskraft er ikke en entydig
funksjon av posisjon fordi den avhenger av hvordan bevegelsen skjer. I dette tilfellet
er parametriseringen et uttrykk for hvordan bevegelsen skjer.

Det var for & unnga slike problemer at vi avgrenset definisjonen av et felt til a
veere en entydig funksjon av posisjon. Vi husker fra side 6 at friksjonskraft, Coriolis-
kraft og Lorentz-kraft er ikke-entydige funksjoner av posisjon fordi de avhenger av
hvordan bevegelsen skjer.
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LH sats 3.3.6 og 3.4.5 gjelder for felt. Friksjonskraft er ikke et felt i henhold til
var avgrensning av begrepet.

Eksempel: kurveintegral av felt, lik verdi med ulik parametrisering av
samme vei

Vi betrakter vektorfeltet F' = x¢ + yj, og lar v veere x-aksen fra x = 0 til x = 2,
regn ut f7 F .dr.

Parametrisering 1: r(t) =t¢ for 0 <t < 2

Vi har dr = idt og F = ti, og folgelig [ F-dr = [Jtdt =2.

Parametrisering 2: r(t) = 2t*3 for 0 <t < 1

Vi har dr = 4tidt og F = 2%, og folgelig [ F -dr = [; 8t>dt = 2.

At vi fikk samme svar er i henhold til LH setning 3.4.5.

Eksempel: kurveintegral av felt, lik verdi for ulik vei

Vi betrakter stadig F' = xt + yj, samme vektorfelt som fgr, men lar na v veere
halvsirkelen med sentrum i x = 1 og y = 0, fra origo til v+ = 2 og y = 0 i gvre
halvplan. Vi har altsa samme vektorfelt og samme start- og endepunkt for kurven,
men den gar langs en annen vei.

Vi velger parametriseringen r(6) = x(6)i+y(0)j = (1—cos 0)i+sinfj for 0 < 6 <
7. Det er lett & vise at med denne parametriseringen har vi (z(6) —1)*+ (y(0))* = 1,
som er formelen til en sirkel rundt x =1 og y = 0.

Vi har dr = (sinfi + cos0j)df og F = (1 — cosf)i + sinfj, og folgelig far vi
va ~dr = [[sinfdf = 2.

Det foregaende eksemplet viser at et vektorfelt F' kan gi samme verdi for kur-
veintegralet mellom to endepunkter selv om vi velger forskjellig vei mellom de to
endepunktene. Dette er ikke en konsekvens av, og har ikke noe med LH setning
3.4.5 a gjore!

Vi skal na se at et vektorfelt ogsa kan gi ulik verdi for kurveintegralet dersom vi
velger forskjellige veier mellom start- og endepunkt.

Eksempel: kurveintegral av felt, ulik verdi for ulik vei

Vi betrakter hastighetsfeltet for rotasjon som stivt legeme med vinkelhastighet
w = wk

v=wX7r=w(—yt+zJ)

Vi gnsker a regne ut kurveintegralet fﬂ/v - dr hvor kurven v gar fra r = ¢ til
r = —1t. Vi gjor dette langs tre forskjellige veier:

Vei 1: Langs z-aksen: La v veere r(t) = (1 —t)é for 0 < ¢ < 2.

Vi har dr = —idt og v = (1 — t)J, og folgelig fw v-dr = f02 0dt = 0.

Vei 2: Langs halvsirkel i gvre halvplan: La o veere r(0) = 4cos6 + jsinf for
0<<m.

Vi har dr = (—isinf + jcos6)df og v = w(—isinf + j cosh), og derfor far vi
[, v-dr= [w(sin®0 +cos?0)df = [['wdf = mw.

Vei 3: Langs halvsirkel i nedre halvplan: La ~y3 veere r(0) = ¢ cosf — j sin 6 for
0<6<m.
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Vi har dr = (—¢sinf — jcosf)df og v = w(tsinf + jcosf), og derfor far vi
fw v-dr = [ w(—sin®d —cos?0)df = — [ wdf = —7w.

Hvert ulikt valg av vei resulterte i ulik verdi for kurveintegralet!

Skalarpotensial uttrykt som kurveintegral av konservativt vektorfelt

I seksjon 4.4 sa vi at vektorfeltet v er konservativt dersom det kan skrives som
gradienten til et skalarfelt, v = V¢, hvor ¢ kalles for skalarpotensial. Dersom vi

tar kurveintegralet av et slikt vektorfelt fra en referanseposisjon 7 til en vilkarlig
posisjon r far vi

/O o(r') - dr' = /O Vo(r') - dr' = /0 dé = (r) — ¢(ro)

hvor vi har benyttet oss av at integranden er et fullstendig differensial. Vi ender
folgelig opp med en lgsning for skalarpotensialet

otr) - [ ") - dr’ + g(ro)

Dette integralet er apenbart uavhengig av vei takket veere det fullstendige differen-
sialet som dukket opp i integranden.

Konservativt felt og konservativ kraft
Etter at vi har leert Stokes sats i etterfglgende seksjon 8.2 skal vi innse at fglgende
fire egenskaper er ekvivalete for konservative vektorfelt:

e Kurveintegralet er uavhengig av vei.

e Sirkulasjonen er lik null for lukkede kurver.

e Vektorfeltet kan skrives som en gradienten til et skalarpotensial.
e Vektorfeltet er virvelfritt.

Fysikere pleier imidlertid & si at friksjonskraft ikke er konservativ fordi arbeidet
avhenger av bade vei og hvordan bevegelsen skjer langs veien, selv om friksjonskraft
ikke er et felt. Det kan derfor veere lurt a velge en definisjon som utgangspunkt for at
noe er konservativt uten a begrense det til & veere et felt. De to fgrste kulepunktene
ovenfor kan brukes uten at det vi snakker om er vektorfelt, de to siste kulepunktene
begrenser seg til vektorfelt.

5.1.1 Sirkulasjon

Sirkulasjonen til et vektorfelt v rundt en lukket kurve v er gitt ved kurveintegralet

C’:fv-dr
Y

Sirkelen rundt integraltegnet indikerer at v er en lukket kurve.
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Eksempel: Sirkulasjonen til en karusell rundt en sirkel med radius R
rundt sentrum av karusellen.

La hastighetsfeltet veere v = w x r for vinkelhastighet w = wk. La kurven veere
parametrisert med vinkelen 6 slik at r(0) = Rcos6i + Rsinfj. Vi far

27
j{v-dr:/ wR?d6 = 27wR?
o 0

Eksempel: Sirkulasjonen til en “kilde” i origo rundt en sirkel med ra-
dius R rundt kilden.

Velg hastighetsfeltet lik posisjonsvektor v = r. La kurven veere parametrisert
med vinkelen 6 slik at r(0) = Rcosfi + Rsinfj. Ettersom v star vinkelrett pa dr

far vi
]{v-dr:()
¥

Vi skal na se et eksempel pa at kurveintegralet avhenger av hvor mange gan-
ger vi gar rundt et singuleert punkt. Forst trenger vi & definere hva vi mener med
vindingstall som et mal pa hvor mange ganger vi gar rundt et punkt:

Vindingstall = antall ganger en lukket kurve gar rundt et punkt
(slik vi har definert det her passer det best for kurver i planet)

Eksempel: n er vindingstallet rundt punktet x:

Eksempel: Kurveintegral som gir vindingstallet rundt et punkt:
Det er na enkelt a innse at integralet 56;{ df = 27n hvor n er vindingstallet rundt
origo til den lukkede kurven ~.

La na r = xt + yj veere posisjonsvektor til et vilkarlig punkt pa den lukkede
kurven 7 i xy-planet, og la 6 veere vinkelen mellom r og z-aksen. Vi vet at x = r cos 6

og y = rsinf hvor r = /2% + y2. Se figuren:
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Vi gnsker na a skrive om differensialet df = V@ -dr. Vi ma altsa finne gradienten
til vinkelen, V6 = z‘% + ]ay

Sett £ = tan6 = . Vi har % = Cosl29 = i%ﬁ og g—i = —% og gg = 1 Vinkelen
er gitt ved den i 1nverse funkSJonen 0 = arctan £ og vi har =1= arctan 5 tan’ 6 slik
at arctan’ { = —* ol Vi far dermed 89 = gf arctan’ £ = x2_+y og ay gg arctan’ £ =

og f@lgehg

2
x2 +y2 I

Vi har tidligere studert dette vektorfeltet i oppgave 1.2j. Det som er interessant med
dette vektorfeltet, det er at origo er et singuleert punkt.

Eksempel:
I henhold til diskusjonen ovenfor har altsa vektorfeltet
—yitag
a2 42

egenskapen at kurveintegralet rundt en lukket kurve v er

j{u-dr:%m
.

hvor n er vindingstallet til v rundt origo.

I lys av de foregaende eksemplene er det na interessant a se pa vektor-plot av de
to hastighetsfeltene

08
Vo =w X 1T =w(—yi+xj)

Vi kan tenke oss at v; er en mulig representasjon av en sluk-strém, mens vy er
hastighetsfeltet til en karusell eller snurrebass som har vinkelhastighet w = wk.
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I figurene har vi markert stagnasjonspunktet med e og det singulere punktet
med X.

Eksempel:

Integralet av u = (—yi + x7)/(2* + y?) definert ovenfor langs halvellipsen v gitt
ved 22 + (y/2)* = R* for x > 0

En mulig parametrisering er r(¢) = R(écos ¢ + 2jsin¢) for 0 < ¢ < 7. Vi har
dr = R(—isin ¢ + 27 cos ¢)d¢.

NB! Parameteren ¢ er ikke vinkelen 6 wvist ovenfor!

Noen vil kanskje mene at det kan veere litt vanskelig a gjennomfgre integralet
Jyu-dr = N mdqﬁ = arctan(2tan¢)|; = 7. Det er faktisk mye enklere &
bruke vinkelen # direkte uten eksplisitt parametrisering, dersom vi bare husker at vi
har med et fullstendig differensial & gjore, v = V0, og folgelig f7 w-dr = [ df = 7.

Eksempel: Sirkulasjonen til V# rundt en vilkarlig lukket kurve, hvor 6
er vinkelen mellom posisjonsvektor og r-aksen.
Dette har vi jo allerede sett pa

%Vﬁ-dr:fdﬁzwm
v ¥

hvor n er vindingstallet til den lukkede kurven rundt origo.

5.2 Flateintegral

Vi skal integrere et skalarfelt f eller et vektorfelt F' over en flate S. Vi tenker oss at
flaten bestar av infinitesimale flateelementer do og tilhgrende enhetsnormalvektorer
n. Vi forutsetter at flaten er tilstrekkelig glatt til at det er fornuftig a tenke pa
flatenormalvektoren n som normalt pa flaten og flateelementet do som tangent til
flaten. Vi forutsetter ogsa at flatenormalvektoren er orientert i henhold til problem-
stillingen vi betrakter, dette krever at flaten er orienterbar. En flate er orienterbar
dersom det gar an & male hver side av flaten med forskjellige farger. Noen flater
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er ikke orienterbare, for eksempel M&bius bandet og Klein flasken, se for eksempel
matematikk.org om “Mgbiusband og kleinflaske” eller Wikipedia om “Mobius-band”
eller M.C.Escher sin illustrasjon her.

Vi skal veere interessert i a regne ut flateintegraler av typen

/F -ndo, / F x ndo, / fndo, / fdo, etc.
s S s s

over flaten S.

Noen ganger kan det veere greit a tenke seg at flaten er delt opp i plane flate-
elementer med areal Ag; med tilhgrende normalvektorer n;, og at vi kan tilnserme
flateintegralet ved en sum over flateelementene, for eksempel » . F; - n; Ao;. I gren-
sen at |Ac;| — 0 gar Ao; over til det infinitesimale flateelementet do og summen ga
over til et integral, > . F; - n; Ao; — fs F -ndo.

Eksempel: Arealet av et rektangel med sidekanter a og b

La rektanglet veere orientert med sidekant a langs x-aksen og sidekant b langs
y-aksen. La oss betrakte det infinitesimale flateelementet i kartesiske koordinater
do = dx dy, og la oss ta x-integralet fgrst:

b a b b
/da:// dxdyZ/ [2]5—g dyz/ ady = [ay]y = ab
S o Jo 0 0

I dette tilfellet hadde det veert like enkelt a bytte om pa rekkefslgen:

a b a a
/ do = / / dydz = / [y]zzo dz = / bdz = [bx]; = ab
s o Jo 0 0

Eksempel: Arealet mellom z-aksen og kurven y =sinz for 0 <x <=7
La oss betrakte det infinitesimale flateelementet i kartesiske koordinater do =
dx dy, og la oss ta y-integralet fgrst:

/daz/ / dydx:/ [y]zlig dx:/ sinz dz = [—cos x|y = 2
s o Jo 0 0

Det er mye vanskeligere a bytte pa rekkefglgen:

1 mT—arcsiny 1 ) 1
/ do = / / dody = / [ z dy = / T — 2arcsiny dy
S 0 arcsiny 0 0

1
= [ﬂy—2yarcsiny—2 1 —yﬂo =2

Vi ser at det virkelig lgnner seg & velge en rekkefglge som er enkel & handtere!

5.2.1 Parametrisering av en generell flate

Husk at arealet av et parallellogram som spennes ut av to vektorer A og B er gitt

ved stgrrelsen til kryssproduktet |A x B|. Retningen til kryssproduktet star normalt

pa flaten. Vi kan skaffe oss enhetsnormalvektor ved n = + ‘ﬁig‘.
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Vi skal se for oss en flate S i rommet. Rommet er tredimensjonalt, mens flaten
er todimensjonal, derfor forventer vi at vi kan parametrisere flaten med to skalarer
v og w. Hvert punkt pa flaten vil da veere gitt ved en 3D posisjonsvektor (v, w)
hvor (v, w) befinner seg i et 2D parameterrom.

Vi kan konstruere infinitesimale tangentvektorer til overflaten ved a se pa end-
ringen i posisjonsvektor pa flaten nar kun én av parametrene endrer seg om gangen

Ar, =r(v+ Av,w) —r(v,w) ~ gAv
ov

Ary, =r(v,w+ Aw) —r(v,w) = ﬁAw
w T ) ) ~ 8'[,[]

Nar vi lar endringene i parametrene bli vilkarlig sma, Av — 0 og Aw — 0, bytter
vi om fra A til infinitesimalt differensial “d” og vi har eksakt

or
dr, = —d
r 5 v

or
dr, = —d
r " w

Na kan vi beregne flatenormalvektor og det infinitesimale flateelementet ved a ta

kryssproduktet
or Or

ndo = +dr, x dr, = +— x — dvdw
v Ow
Legg merke til at vi kan finne normalvektor og flateelement hver for seg
or Or

do = |% X 8—w|dvdw

or o Or
_ 4.9 )
n ==+ a_: » 3_1:
ov ow
Husk at vi har allerede leert en alternativ mate & finne flatenormalvektoren,
nemlig dersom vi kan uttrykke flaten som en ekviskalarflate, ved hjelp av en skalar-

funksjon (z,y, z) = konstant, sa kan enhetsflatenormalvektoren skrives

_ VB
"=V

men dersom vi bruker dette alternativet har vi ingen oppskrift for a finne do.

Eksempel: Sirkelskive med radius R i hgyde h over xy-planet og med
sentrum i z-aksen

La parameterrommet veere 0 < r < R og 0 < 6 < 2. Posisjonsvektor til et
vilkarlig punkt pa sirkelskiven kan skrives

r(r,0) = rcosfi + rsinfj + hk

Dette er illustrert i figuren for R=h =1
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Sa regner vi ut

aT_ cos 0t + sin 07

or
or L .
= —7rsinfi + rcosfj
or Or
ndo = :I:E X 20 drdf = +krdrdf

og herfra kan vi se at n = +k og do = rdrdf.

Vi kunne ogsa ha skrevet skiven som en ekviskalarflate f(x,y,z) = z = h og

utledet n = i%, men da hadde vi ikke funnet et uttrykk for do.

Arealet til sirkelskiven er lett & regne ut

27 R
A:/da:/ / rdrdf = 7R?
s 0 0

Eksempel: Sylinder med radius R fra xy-planet og opp en hgyde h med
z-aksen som senterakse

La parameterrommet veere 0 < 6 < 27 og 0 < z < h. Posisjonsvektor til et
vilkarlig punkt pa sylinderen kan skrives

r(0,z) = Rcosfi+ Rsinfj + zk

Dette er illustrert i figuren for R=h =1
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Vi regner ut
or

%:—Rsingi—l—Rcosﬁj
or
Kk
0z
nd —ia—rxa—rdOd = £+ R(cos i + sinf7) dod
TR z = cos sin 03 z

og herfra kan vi se at n = +(cos i + sinfj) og do = Rdfdz.

Vi kunne ogsa ha skrevet sylinderen som en ekviskalarflate B(x,y, z) = 22 +y* =
R? og utledet n = ig—ﬁ. For & innse at vi far samme svar identifiserer vi x = R cos 6
og y = Rsinf. Nok en gang hadde dette ikke gitt et uttrykk for do.

Arealet til sylinderen er lett a regne ut

h 27
A:/doz/ / RdfOdz =27 Rh
s o Jo

Eksempel: Et terreng med hgyde z = h(z,y) over xy-planet
La parameterrommet veere xy-planet. Posisjonsvektor til et vilkarlig punkt i ter-
renget kan skrives
r(z,y) =zt +yj+ h(z,y)k
Et eksempel er vist i figuren hvor parametriseringen i zy-planet er vist under selve
terrenget

Vi regner ut

or ox
or _ . oh
8y_'7 dy
or Or oh oh
— 4 x — (k- -y
ndo o X ay dxdy (kz &Cz ay )dxdy

og herfra kan vi se at do = \/1 + (22 4+ (2—2)2 dzdy.

Vi kunne ha skrevet terrenget som en ekviskalarflate 5(x,y, z) = 2 — h(z,y) =0,
og herfra kunne vi ha funnet flatenormalvektoren, men vi hadde i sa fall ikke hatt
noen oppskrift for a finne flateelementet do.
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5.2.2 Fluks, flukstetthet og integrert fluks

Generelt sier vi at integraler av typen

Q:/F~nda og q:/F-nds
S v

er fluks-integraler. Det fgrste er fluksen gjennom en flate S og det andre er fluksen
gjennom en kurve 7 (som ligger pa en flate som vi ogsa kan kalle S). Her er do et
flateelement til flaten S, mens ds er et kurveelement til kurven . I det forste tilfellet
er vektoren n enhets normalvektor til flaten S. I det andre tilfellet er vektoren n
enhets normalvektor til kurven ~ samtidig som n er tangent til flaten S.

Ordet “fluks” kommer fra latin og betyr “strgmning”. Vi skal bruke dette som et
mal pa strgmning gjennom flaten S eller gjennom kurven v (tangent til den flaten
som kurven ligger pa). Stgrrelsene @) og g kan vi kalle “integrert fluks”, og stgrrelsen
F kan vi kalle “flukstetthet”. Her er flukstettheten en vektor-stgrrelse mens den
integrerte fluksen er en skalar.

La oss sjekke de fysiske dimensjonene: Vanligvis er det infinitesimale flateele-
mentet do et areal, og det infinitesimale kurveelementet ds er en lengde. Enhets
normalvektor n er dimensjonslgs. Fglgelig ma den fysiske dimensjonen til den inte-
grerte fluksen () eller g veere lik den fysiske dimensjonen til flukstettheten multiplisert
med henholdsvis areal eller lengde.

NB! Ulike tradisjoner for hva begrepet “fluks” skal bety!

Hva slags storrelse skal vi assosiere med kun ordet “fluks”? Skal det bety integrert
fluks eller skal det bety flukstetthet? Dessverre har forskjellige fagomrader hver sine
tradisjoner. I elektromagnetisme er det vel etablert at ordet “fluks” referer til “inte-
grert fluks”. For anvendelser innen transportfenomener, for eksempel fluidmekanikk,
er det mer vanlig at ordet “fluks” refererer til “flukstetthet”.

For a gjgre forvirringen komplett finner vi dessuten lett tekster som bruker be-
grepet “fluks” uten a gjore en slik distinksjon i det hele tatt. Se for eksempel LH
(2. utgave 2015) [3]: I kapittel 6.12 star det i avsnittet midt pa side 678 forst at F
er en fluks, og like etterpa star det at F' - nR er en fluks, hvor R er arealet til en
flate som F' strgmmer igjennom. Definisjon 6.12.1 pa side 680 [3] sier at integralet
Js F -ndo (oversatt til var notasjon) er en fluks. LH benytter altsa begrepet “fluks”
som fellesbegrep for de to ulike begrepene “integrert fluks” og “flukstetthet”!

Kanskje opphavsmannen til denne forvirringen er James Clerk Maxwell som skrev
i sin bok “Treatise on Electricity and Magnetism” i 1892:

In the case of fluxes, we have to take the integral, over a surface, of the
flux through every element of the surface. The result of this operation is
called the surface integral of the flux. It represents the quantity which
passes through the surface.

Her referer ordet “fluks” til “flukstetthet”, men det er merkelig ettersom Maxwell
bidro betydelig til & etablere elektromagnetisme som fag hvor man som nevnt har
en vel etablert tradisjon for a la “fluks” bety integrert fluks. Se forgvrig utmerket
diskusjon om denne terminologien pa Wikipedia: Flux.
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For a unnga forvirring skal vi forsgke a veere ngye pa a bruke de lengre betegnel-
sene “integrert fluks” eller “flukstetthet” nar det er viktig & skille mellom begrepene,
og vi begrenser bruken av kun ordet “fluks” til situasjoner det ikke spiller noen rolle
hvilket av begrepene vi refererer til.

Eksempel: Fluks gjennom en kurve i xy-planet

Se pa vektorfeltet v = vt som skal strgmme gjennom en kurve v med lengde [
som star normalt pa z-aksen i xy-planet. Finn den integrerte fluksen ¢ = f7 v-nds.

En mulig kurve, normalt pa z-aksen og i xy-planet, er r(t) = tj for 0 < ¢ < [.
Vi far dr = jdt. Generelt har vi nds = +dr x k = +4dt. Dersom vi gnsker at n
skal veere orientert i positiv z-retning kan vi skrive nds = 2dt. Deretter regner vi ut

!
q:/'v-nds:v/i-idt:vl
5 0

hvor vi benyttet at v er konstant sa den kunne settes utenfor integralet.

Eksempel: Fluks gjennom en kurve i xz-planet

Se pa det samme vektorfeltet v = vz, men som na skal stromme gjennom en
kurve v med lengde [ som star normalt pa z-aksen i xz-planet. Finn den integrerte
fluksen g = fvv -nds.

En mulig kurve, normalt pa z-aksen og i zz-planet, er r(t) = tk for 0 <t < [.
Vi far dr = kdt. Generelt har vi nds = dr x 3 = Fidt. Dersom vi gnsker at n
skal veere orientert i positiv x-retning kan vi skrive nds = ¢dt¢. Deretter regner vi ut

!
q:/v~nds:v/i-idt:vl
¥ 0

hvor vi benyttet at v er konstant sa den kunne settes utenfor integralet.

Eksempel: Volumfluks — strgmingen i ei elv gjennom snitt pa tvers

Ei elv har konstant hastighet v = vt i x-retning, og tverrsnitt S normalt pa
z-aksen med konstant areal A. Finn volumfluksen @ = |, sV -ndo.

Forst bestemmer vi at flatenormalvektoren skal vaere orientert i positiv z-retning,
n = . Vi kan for eksempel sette do = dy dz. Deretter regner vi ut

Q:/v-ndaz/vi-z'da:v/da:v/l
s s s

hvor vi benyttet at v er konstant sa den kunne settes utenfor integralet.

Grunnen til at dette kalles volumfluks innser vi ved a skjekke de fysiske dimen-
sjonene: [v] = lengde/tid, [do] = lengde?, enhets normalvektor n er dimensjonslgs
[n] = 1, og folgelig [Q] = lengde?/tid, hvor vi lar notasjonen [-] bety “dimensjonen
til”. Dette er en fornuftig fysisk dimensjon for volumfluks.

Vi kan spgrre om det gar an a fa mere vann ut av elva dersom vi benytter et
skratt tverrsnitt istedenfor et rett tverrsnitt? Et skratt tverrsnitt vil jo ha stgrre
areal.
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Eksempel: Volumfluks — strgmingen i ei elv gjennom snitt pa skra

Vi fortsetter a betrakte samme elv med samme konstante hastighet v = vz i
x-retning, men na lar vi tverrsnittet S sta pa skra over elva med vinkel 6 i forhold
til y-aksen. Finn volumfluksen Q@ = [(v - ndo.

AN
e

X

Forst ma vi bestemme flatenormalvektoren m, som vi gnsker skal ha positiv kom-
ponent i z-retning. Det er flere mater a gjore dette, her skisserer vi to alternativer:

Alternativ 1: Vi kan beskrive tverrsnittet som en ekviskalarflate. Vi har tan =
% og derfor kan tverrsnittet beskrives som ekviskalarflaten f(x,y,z) = xcosf —
ysinf = 0. Gradienten til skalarfunksjonen [ er en normalvektor, og normalisert
blir dette n = % = cosft — sin 7.

Alternativ 2: Vi kan introdusere en tangentvektor pa skra over elva t = cos 65 +
sin ft, og introdusere en annen tangenvektor tvers over elva ved z-retningen k, og

ta kryssproduktet mellom disse to tangentvektorene m =t x k = cosft — sin 3.

Vi ser at arealet til det skra tverrsnittet er A/ cosf. Vi kan tenke oss det skra
tverrsnittet som en hypotenus og snittet rett pa tvers som en katet.

Til slutt regner vi ut volumfluksen gjennom det skra tverrsnittet

Q:/v-nda:/m’-(cos@i—sin@j)dJZUCOSQ/ do = (vcos ) =0vA
s S

g cos 6

hvor vi har benyttet at v og cosf er konstant sa de kan settes utenfor integralet.

Vi fikk samme svar som tidligere! Det burde ikke veere overraskende at det ikke
renner mer vann gjennom et skratt tverrsnitt enn gjennom et snitt rett pa tvers.
Dette understreker et viktig prinsipp: Det er normalkomponenten til strgmningen
gjennom en flate som gir bidrag til gjennomstrgmningen, det viser betydningen av
a prikke med n.

5.2.3 Fluks ut av en lukket flate

Vi sier at en flate er lukket dersom den avgrenser et volum. For en lukket flate rundt
et avgrenset volum har vi en konvensjon som sier at flatenormalvektoren n peker ut
av det avgrensede volumet.

Eksempel: Integrert fluks av v = xt ut av overflaten til enhetsterning

La terningen ha utstrekning 0 < x < 1,0 <y <1 o0g 0 < z < 1. Den lukkede
flaten S splittes opp i seks sider, S,,, og vi nummererer sidene som en vestlig terning
(hgyrehands terning med sum 7 pa motstaende sider).

1. Flaten S; er x = 1, enhetsnormalvektor n = ¢, pa flaten har vi v-n =1, den
integrerte fluksen ut av flaten er 1.
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2. Flaten S5 er y = 1, enhetsnormalvektor n = 3, pa flaten har vi v-n =0, den
integrerte fluksen ut av flaten er 0.

3. Flaten S5 er z = 1, enhetsnormalvektor n = k, pa flaten har vi v-n = 0, den
integrerte fluksen ut av flaten er 0.

4. Flaten Sy er z = 0, enhetsnormalvektor n = —k, pa flaten har vi v - n = 0,
den integrerte fluksen ut av flaten er 0.

5. Flaten S5 er y = 0, enhetsnormalvektor n = —j, pa flaten har vi v -n = 0,
den integrerte fluksen ut av flaten er 0.

6. Flaten Sg er x = 0, enhetsnormalvektor n = —¢, pa flaten har vi v -n = 0,
den integrerte fluksen ut av flaten er 0.

Total integrert fluks blir

6
/’U-’I’LdU:Z/ v-ndo =1.
S m=1" Sm

5.2.4 Beregning av trykkraft

Trykk p er kraft per areal. En vanlig enhet for trykk er Pascal (Pa), vanlig enhet for
kraft er Newton (N), og vi har Pa = N/m?.

Hydrostatisk trykk
Formelen for hydrostatisk trykk skal vi utlede senere, na bare skriver vi den opp
og aksepterer den inntil videre

P =DPo— pgz
Her er p trykket, py er referansetrykket ved z = 0, p er tettheten til mediet, g =
lg| > 0 er tyngdens akselerasjon og z er hgyden langs en vertikal akse. Minustegnet
i denne formelen viser at z-aksen er orientert slik at den peker oppover.

Denne formelen for hydrostatisk trykk kan brukes dersom fluidet star i ro og
tettheten er konstant.

Merk: Det er alltid lurt & ta “dykkertesten” nar vi jobber med hydrostatisk trykk,
for & sjekke at vi har fatt fortegnene riktig: Vi vet at nar vi dykker ned pa dypere
vann sa skal trykket gke. Dersom dypere vann befinner seg et sted i negativ z-retning,

sa kan vi sette inn stadig storre negative verdier for z og se at trykket gker slik det
skal.

Trykkraft pa en flate

Det hydrostatiske trykket er isotropt. Det betyr at det virker likt i alle retninger.
Trykkraften pa et infinitesimalt flateelement do vil da veere vinkelrett pa flaten.

Vi har en konvensjon som sier at normalvektoren m til et flateelement skal peke
ut fra den flaten vi betrakter. Det betyr at trykkraften pa flateelementet ma peke i
retning —mn.
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Trykkraften som virker pa et infinitesimalt flateelement do blir saledes
dF = —pndo

og trykkraft integrert over en flate S blir

F:—/pnda
S

hvor m er enhets normalvektor til flaten S. Minustegnet er en konsekvens av kon-
vensjonen, normalvektoren til flaten peker ut av flaten mens trykkraften vil virke
inn mot flaten, og fglgelig minustegn.

Eksempel: Bruk en kjokkenvekt til & male et volum vann ved & veie
vannet: Vis at tyngden til vannet kan males ved kraften som virker pa
bunnen av vektskala

Dette eksemplet viser en overgang fra et volumintegral til et flateintegral, vi skal
snakke mer om det senere!

La vannet i vektskala ha horisontalt tverrsnitt med areal A og vertikal hgyde h.
Tyngden til vannet er gitt ved tettheten ganget med volumet ganget med tyngdens
akselerasjon pAhg.

Det hydrostatiske trykket i vannet er p = py — pgz hvor vi lar z-aksen peke opp-
over og ha referanseposisjon z = 0 i vannoverflaten. Trykket der vannet er i kontakt
med bunnen vektskala er p = py+pgh. Trykkraften som virker fra vannet pa vektskala
er F = [ —kpdo = —(po+pgh)Ak. Legg merke til at dersom det ikke hadde vaert noe
vann i vektskéla sa hadde lufttrykket utevd en trykkraft Fy = [ —kpydo = —poAk.
Differansen mellom disse to trykkreftene er F —Fy = [ —kpydo = —pghAk = pAhg
som er lik tyngden til vannet!

Vi kan altsa beregne et volumintegral over alt vannet ved hjelp av et flateintegral
over yttergrensen til vannet!

Eksempel: Trykkraft pa sylinder med horisontal radius a og vertikal
hgyde h, med gvre flate i dybde d under vannoverflaten

Vi lar z-aksen peke oppover. Tyngdens akselerasjon er g = —gk og formelen for
hydrostatisk trykk er p = py — pgz hvor p er massetettheten til vann.

Ta “dykkertesten” for a sjekke at trykket gker nar vi gar dypere ned i vannet.

Husk konvensjonen at enhets normalvektor n skal peke ut av sylinderen.

I sa fall er den hydrostatiske trykkraften pa sylinderen

F:—/pnda
S

La oss fgrst integrere over sidekanten til sylinderen, nemlig over et sylinderskall
med radius a og hgyde h. Vi kan parametrisere denne flaten med vinkelen 6 og
vertikal koordinat z slik:

r(0,z) =tacosf + jasin b + kz

for0<O0<2mog—d>z>—d—h.
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Sma forflytninger pa sylinderoverflaten kan beskrives ved differensialet

or or
dr = %dﬁ + adz

hvor vi har to tangentvektorer til sylinderoverflaten

or
26

= —tasinf + jacosl

0og
or
0z
Vi kan da finne overflateelementet med enhets normalvektor

or or . .
ndo = %dﬁ X %dz = a(tcosf + jsinf)dddz

Den integrerte trykkraften over sideflaten blir da

—d—h 2m
Fiqo = — / / (po + pgz)a(icosf + jsinf)dfdz = 0
—d 0

Legg merke til at det er integralet over # som gjor at det ikke er netto trykkraft i
horisontal retning.
Integralet over toppflaten er

Fiopp = — /pn do = —(po + pgd)kma®

Integralet over bunnflaten er
Foym = — /pn do = (po + pg(d + h))kma®

Summen av alle kreftene er
F = Eopp + Fbunn + Fside = PQHWTCLQ = png = _Mg

hvor V' er volumet av sylinderen og hvor M er massen av det fortrengte vannet.
Legg merke til at svaret er en oppdrift, motsatt lik vekten av det fortrengte vannet.
Dette er igjen Arkimedes prinsipp.

Legg ogsa merke til at var anstrengelse for a regne ut et overflateintegral har gitt
oss et svar som har med volumet a gjgre!

Eksempel: Trykkraft pa kule med radius a fullstendig neddykket i vann

Ei kule med radius a er plassert i vann. Vi lar z-aksen peke oppover. Tyngdens
akselerasjon er g = —gk og formelen for hydrostatisk trykk er p = py — pgz hvor p
er massetettheten til vannet. Det er likegyldig hva vi velger som referansetrykk py.

Ta “dykkertesten”: Dersom vi gar dypere ned i vannet slik at z avtar da vil det
hydrostatiske trykket gke fordi det star et minus-tegn i formelen.

Husk konvensjonen for enhets normalvektor: Den skal peke ut av kula.
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I sa fall er den hydrostatiske trykkraften

F:—/pnda
s

Vi skal integrere over kuleflaten. Vi kan parametrisere denne flaten med to vinker,
den polare vinkelen 6 og den asimutale vinkelen ¢ slik:

r(0,p) = tasinf cos ¢ + jasinOsin ¢ + ka cos

for0 <0 <mog0< <27
Sma forflytninger pa kuleoverflaten kan beskrives ved differensialet

_Or or
dr = —df + —d
B s
hvor vi har to tangentvektorer til kuleoverflaten
or . . : :
20 = tacosf cosp + jacosfsinp — kasinf
og
or . :
— = —tasinf cos p + jacos b cos ¢
I
Vi kan da finne overflateelementet med enhets normalvektor
or 0
ndo = %dﬁ a—rdgo = a?(isin?  cos ¢ + j sin’ O sin ¢ + k cos 0 sin #)dfdyp

Den integrerte trykkraften over sideflaten blir da
=— / / (po — pga cos 0)a*(isin® 6 cos p + j sin® Osin ¢ + k cos 0 sin )dfdep
o Jo

La oss gjore integralet over ¢ forst. Vi finner da

2 2m 2m
/ cospdp =0 og / singpdp =0 og / dp =27
0 0 0

Derfor vet vi at det er ikke noe bidrag i horisontal xy-retning.
Sa tar vi integralet over 6.

/ cosfsinfdf =0 og / COSQGSin6d9:§
0 0

Vi finner derfor at netto kraft er

4
T pgk = Vpgk = — Mg

F = —2r / (po—pga cos 8)ka® cos O sin 6 df = 27T§pga3k
0
hvor V' er volumet av kula og hvor M er massen av det fortrengte vannet. Legg
merke til at svaret er en oppdrift, som er lik vekten av det fortrengte vannet. Dette
er igjen Arkimedes prinsipp.
Legg ogsa merke til at var anstrengelse for a regne ut et overflateintegral har nok
en gang gitt oss et svar som har med volumet & gjgre!
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5.3 Volumintegral

Vi har behov for & integrere skalarfelt f(r) og vektorfelt F'(r) over et volum V. Vi
kan tenke oss at volumet er delt opp i infinitesimale volumelementer dr. Integralene

kan veere av typen
/ Fdr, / fdr, etc.

1% 1%

over volumet V.
To typiske eksempler pa volumintegraler er massen m til et legeme som har volum
V' og massetetthet p,
m = / pdr,
v

og tyngden T til det samme legemet,

T - / pgdr.
1%

hvor g er tyngdens akselerasjon. Legg merke til at massen til et legeme er en skalar,
mens tyngden til et legeme er en vektor.

Eksempel: Volumet av en rettvinklet boks med sidekanter a, b og ¢

La boksen (et rettvinklet parallellepiped) veere orientert med sidekant a langs
x-aksen, sidekant b langs y-aksen, og sidekant ¢ langs z-aksen. La oss betrakte det
infinitesimale volumelementet i kartesiske koordinater dr = dxdydz, og la oss ta
x-integralet fgrst og z-integralet sist:

/dT—///dxdydz—// Mdydz_//adydz
—/0[ Y dz-/oabdz—[abz] = abc

Eksemplet ovenfor var enkelt a regne ut fordi det var enkelt & angi integrasjons-
grensene for et rettvinklet parallellepiped. Dersom vi gnsker & integrere over et mer
komplisert legeme sa kan det lgnne seg a finne en parametrisering slik at parame-
teromradet stadig er et rettvinklet parallellepiped:

5.3.1 Parametrisering av mer kompliserte legemer

Anta at vi har parametrisert et legeme med (v, 3,7) og at legemet kan representeres
ved avbildningen

r=r(x,3,7)

Et rettvinklet parallellepiped i (o, 3, 7)-rommet med motstaende hjgrner (o, 5, 7)
og (o + Aa, 5+ AB,v + A7) vil avbildes til et ikke-rettvinklet parallellepiped i
(x,y, z)-rommet med motstaende hjorner r(«, 3,7) og (o + A«, 5+ ASB, v + A7).
Det avbildede parallellepipedet spennes ut av de tre vektorene a = r(a+Aa, 5,7) —

(o, 8,7) = §EAa og b =7(a, S+ AB,y) — (e, 8,7) = GEAB og ¢ = (e, 8,7 +
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Ay) —r(a, B,7) =~ g—:Ay. Volumet av parallellepipedet i (x,y, z)-rommet blir fgl-

gelig a - (b x ¢) = 95 (55 x £)AaABAY = ggg;g;g AaABA~ hvor vi har Jacobi-
determinanten

g 9z Ox
e | % b %
o, B,) | 52 3 &
Jda 0B 0Oy
I grensen at alle intervaller blir uendelig sma skriver vi d7 = % dadfdy.

Eksempel: Volumet av en sylinder med radius R og hgyde h
Vi benytter parametriseringen

r(r,0,z) = ircosf + jrsinf + kz

med 0 <r < Rog0<6<2m0g0 < z< h. Med avbildningen z(r, 6, z) = r cos og

o(x,y,z .
8((r,g,z)) = r. Folgelig

y(r,0,z) = rsinf og z(r,0,z) = z har vi Jacobideterminanten

finner vi volumet
h 2 R
/ dr = / / / rdrdfdz = 7R?*h
1% 0 0 0

Eksempel: Volumet av ei kule med radius a
Vi parametriserer med to vinkler, den polare vinkelen 6 og den asimutale vinkelen

¥,
r(r,0,p) = irsinf cos ¢ + grsinfsin ¢ + kr cosf

for 0 <r <aogl<6<mogl < p <2 Med avbildningen z(r, 0, ¢) = rsin§ cos ¢
O(zyz) _
ao(r0,p)

ogy(r,0,¢) = rsinfsin p og z(r, 0, p) = r cos @ har vi Jacobideterminanten

r?sin 0. Fglgelig finner vi volumet

2 s a 4
/ dT:/ / / rsin@drdfdy = —ma®
v o Jo Jo 3

5.4 Oppgaver

5.1 Regn ut sirkulasjonen 557 v - dr, rundt sirkelen v : 2° + y*> = R? med sentrum i
origo og med radius R, for hvert av vektorfeltene

(a) v=1

(b) v=3

(c) v=ui

(d) v=uj

(e) v=uzxi+yj
(f) v=yi+zj
(8) v=yi—aj
(h) v=—yi+xj
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5.2

5.3

5.4

2.5

(i) v = (—yi+zj)/ /2> +y?
(G) v=(—yi+azjg)/(a® +y?
(k) v=yi+ayj

Regn ut integrert fluks i zy-planet fv v-nds, gjennom sirkelen v : 2%+ 9% = R?
med sentrum i origo og med radius R, for hvert av vektorfeltene i forrige oppgave.
Her er n enhetsvektor normalt pa sirkelen v i zy-planet og ds er infinitesimalt
bueelement langs sirkelen. Legg merke til at n ds = dr x k hvor k er enhetsvektor
1 z-retning normalt pa xy-planet.

Regn ut integrert fluks fs v -ndo ut gjennom en sylinderflate S som avgrenser
sylinderen 22 + y? < R? og 0 < z < h, hvor n enhetsvektor normalt pa sy-
linderflaten og do er infinitesimalt flateelement pa sylinderflaten, for hvert av
vektorfeltene

(a) v=zi+yj+zk

(b) v =—2zi+yj + zk

Betrakt en strgmning av ei veeske med massetetthet p i et rgr orientert langs
z-aksen, med rektanguleert tverrsnitt S i xy-planet for 0 < x < a og 0 < y <
b. Strgmningen er gitt ved vektorfeltet v = ax(a — z)y(b — y)k, hvor k er

enhetsvektor i z-retningen. Vi skal ogsa betrakte en seksjon D av rgret over
tverrsnittet S som strekker seg i en lengde c langs z-retningen.

a) Hva er den fysiske dimensjonen til konstanten «?

(c
(d

(a)
(b) Plott et vektor pileplott for & illustrere vektorfeltet v.
) Finn stromlinjene til vektorfeltet v og plott dem.

)

Regn ut den integrerte volumfluksen gjennom tverrsnittet S, | ¢V ndo,
som et dobbeltintegral, hvor n er enhetsvektor normalt pa tverrsnittet S
og do er et infinitesimalt flateelement.

(e) Regn ut massefluksen gjennom tverrsnittet .S, |, PV -ndo.

egn ut volumet av vaeske i seksjonen D, 7, som et volum trippelinte-
f) Regn ut volumet ke i seks;j D, |,d t volum trippelint
gral, hvor d7 er et infinitesimalt volumelement.

(g) Regn ut massen av veeske i seksjonen D, [ pdr.

(h) Regn ut bevegelsesmengden til veesken i seksjonen D, [ ppvdr.

—~
[S
~—

Regn ut bevegelsesmengdefluksen gjennom tverrsnittet S, | 5 PVV - ndo.

Betrakt en strgmning av ei vaeske i et rgr orientert langs z-aksen, med sirku-
leert tverrsnitt S i xy-planet for R < a hvor R er radiell avstand fra z-aksen.
Strgmningen er gitt ved vektorfeltet v = f(a — R)k, hvor k er enhetsvektor i
z-retning.

(a) Hva er den fysiske dimensjonen til konstanten (37

(b) Plott et vektor pileplott for & illustrere vektorfeltet v.
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(c¢) Finn strgmlinjene til vektorfeltet v og plott dem.

(d) Regn ut volumfluksen gjennom tverrsnittet S, [;v -ndo.
5.6 Et tetraeder er et legeme avgrenset av fire trekanter. Trekantene har hjgrner i

origo og langs de tre kartesiske koordinataksene i x = a og y = b og 2z = ¢. Regn
ut arealet til overflaten og volumet av tetraederet.
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Kapittel 6

Divergens og virvling (curl)

6.1 Divergens

Den enkleste maten a definere divergens er & oppgi formelen i kartesiske koordinater
(slik som for eksempel gitt i LH kap. 6.13 [3]):

v, N % N ov,
Jdr Oy 0z

divv=V.v= (6.1)

hvor vi kan tenke oss at del-operatoren er

.0 )
V—’L%ﬂ-]a—y'f‘ &

og vektorfeltet er
V= U,1 + vy + vk

Dersom vi kun er ute etter a regne ut divergensen i kartesiske koordinater sa
er definisjonen ovenfor grei nok. Vi kunne imidlertid gnske oss en definisjon av
divergens som bedre hjelper oss a forsta hva divergens faktisk er, uavhengig av valg av
koordinater. En slik definisjon finner vi hos M kap. 3.3 [5]. Denne definisjonen hjelper
oss dessuten a forsta hvordan divergens generaliseres til krumlinjede koordinater
senere:

1
dive = lim—/v-nda (6.2)
Vs

V=0

Her er S en lukket flate som omslutter et volum V. Integralet gir den integrerte
fluksen ut av den lukkede flaten. Grenseoppgangen forteller om feltet har netto
utstromning gjennom en lukket flate i grensen at flaten skrumper inn til et punkt.

Vi skal na vise at dersom vi starter med integral-definisjonen (6.2) sa folger
differensial-uttrykket (6.1) som en konsekvens.

For & regne dette ut lar vi kontrollvolumet ha en form som det er spesielt enkelt
ar regne pa i kartesiske koordinater: En terning med hjgrne (o, yo, 20) naermest origo
og med sidekanter (Az, Ay, Az). La oss nummerere sidene som en vestlig terning
(hgyrehénds terning med sum 7 pa motstaende sider).

6
v-ndo = /v-nda
/S ; S;
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1. Flaten er x = z¢y + Ax, enhetsnormalvektor n = %, pa flaten har vi v -
n = v(xo + Az, y, z), den integrerte fluksen ut av flaten er omtrent v, (g +

Az, 0, 20) AyAz.

2. Flaten er y = yy + Ay, enhetsnormalvektor n = j, pa flaten har vi v - n =

vy (20, Yo + Ay, 20), den integrerte fluksen ut av flaten er omtrent v, (zo, yo +
Ay, z9) AxAz.

3. Flaten er z = zg + Az, enhetsnormalvektor n = k, pa flaten har vi v - n =

v, (o, Yo, 20 + Az), den integrerte fluksen ut av flaten er omtrent v, (¢, yo, 20 +
Az)AxAy.

4. Flaten er z = zy, enhetsnormalvektor n = —k, pa flaten har vi v - n =
—v,(Z0, Yo, 20), den integrerte fluksen ut av flaten er omtrent —v, (g, yo, 20) Az Ay.

5. Flaten er y = 1o, enhetsnormalvektor n = —j, pa flaten har vi v - n =
—vy (X0, Yo, 20), den integrerte fluksen ut av flaten er omtrent —uv, (o, yo, 20) AzAz.

6. Flaten er x = =z, enhetsnormalvektor n = —¢, pa flaten har vi v - n =
—v,(x0, Yo, 20), den integrerte fluksen ut av flaten er omtrent —v, (o, yo, 20) AyAz.

Sa summerer vi motstaende flater
Side 1 og 6: v,(xo + Az, Yo, 20) AyAz — v, (T, Yo, 20) AyAz ~ %L;(xo, Yo, 20) ArAyAz.

Side 2 og 5: vy (o, yo + Deltay, z0) AxAz — vy(xg, Yo, 20) AxAz & aaiyy(:vo, Yo, 20) Az AyAz.

Side 3 og 4: v.(xo, Yo, 20 + Az)AxAy — v.(x0, Yo, 20) AxAy ~ ‘?; (%0, Yo, 20) Az AyAz.

Vi har fglgelig fluksintegralet
/ v-ndo =~ (V- v) (AzAyAz)
s

Legg merke til at i grensen Az — 0, Ay — 0 og Az — 0 sa vil alle tilnsermingene
bli eksakt, og vi har at definisjonen (6.2) impliserer (6.1).

Ekspansjon, kontraksjon og divergensfritt felt

e Dersom V - v > 0 sier vi feltet er en ekspansjon, eller har netto utstrgmning.
e Dersom V-v < 0 sier vi feltet er en kontraksjon, eller har netto innstrgmning.

e Dersom V - v = 0 sier vi feltet er divergensfritt. Noen ganger kalles dette et
inkompressibelt felt med inspirasjon fra fluidmekanikk (veesker lar seg i praksis
ikke komprimere), andre ganger kalles dette et solenoid-felt med inspirasjon
fra elektromagnetisme (Wikipedia:Solenoid; et magnetfelt er divergensfritt).

)


https://no.wikipedia.org/wiki/Solenoid

Eksempel: Posisjonsvektor i 3D
For » = xt + yj + zk har vi
Ver=3

som viser at posisjonsvektor er en ekspansjon.
Eksempel: Posisjonsvektor i 2D

For r» = z2 4+ yj har vi
V.r=2

som viser at posisjonsvektor er en ekspansjon.

Eksempel: Posisjonsvektor i 1D
For r = x2 har vi

V-r=1

som viser at posisjonsvektor er en ekspansjon.

De tre eksemplene ovenfor viser at divergensen til posisjonsvektor faktisk forteller
oss hvor mange dimensjoner rommet har!

Eksempel: Rotasjon som stivt legeme
For v = w x r hvor w = w,t +w,J +w.k og r = 21 + yj + zk har vi

2 0 0

or Oy Oz
Vo=V (wxr)=|w, w, w, | =0

x Yy z

Rotasjon som et stivt legeme er altsa inkompressibel, det vil si at en slik rotasjon
hverken utvider eller komprimerer et volum.

(Og det er jammen bra, for det betyr at dersom vi sitter pa en karusell i en
forngyelsespark sa vil vi ikke presses sammen eller strekkes ut!)

Eksempel: Mer generell rotasjon, ikke ngdvendigvis som stivt legeme
Vi ser pa hastighetsfeltet ' .
Yyt t+xg
o (I2 4 y2>n
hvor n er et vilkarlig tall. Dersom n > 1/2 er origo et singuleert punkt, dersom
n < 1/2 er origo et stagnasjonspunkt, og dersom n = 0 er dette rotasjon som et
stivt legeme.
Divergensen er

0 — 0
Vool (v N, 0 ( = \_,
oz \ (22 + y2)" dy \ (z% + y?)"
Folgelig vet vi at feltet er divergensfritt. Dette betyr at feltet kan egne seg som en

beskrivelse av hastigheten til ei vaeske, for eksempel for bevegelse av vann. Veaesker
har den egenskapen at de i praksis ikke lar seg komprimere.
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6.2 Virvling (curl)

Den enkleste maten a definere virvling er & oppgi formelen i kartesiske koordinater
(slik som for eksempel gitt i LH kap. 6.13 [3]):

t 3 k
ov ov ov ov v ov
lv = |8 9 9| _; 22 a2 o e (2
curlv = Vxwv 9z 9y 02 Z(ay 9% )—i—j (82 8x)+ or oy
Uy Uy U,
(6.3)
hvor vi kan tenke oss at del-operatoren er
0 0 0
V=t—+j3—+k—
zax +'78y + 0z

og vektorfeltet er
V=01 + v, + vk

Vi kunne imidlertid gnske oss en definisjon av virvling som bedre hjelper oss a
forsta hva virvling faktisk er. En slik definisjon finner vi hos M kap. 3.4 [5]. Denne de-
finisjonen hjelper oss dessuten a forsta hvordan virvling generaliseres til krumlinjede
koordinater senere:

A—0

1
n - curlv = lim —7{'0 -dr (6.4)
AJ,

Her er v en lukket kurve som omslutter en flate S med areal A. Flaten S har enhets
normalvektor n. Kurven v og flatenormalvektoren n er orientert i henhold til hgyre-
handsregelen. Integralet gir sirkulasjonen rundt den lukkede kurven ~. Grenseopp-
gangen forteller om feltet har netto sirkulasjon rundt et punkt nar flaten skrumper
inn til punktet.

Vi skal na vise at dersom vi starter med integral-definisjonen (6.4) sa folger
differensial-uttrykket (6.3) i kartesiske koordinater som en konsekvens.

Vi lar v veere et rektangel orientert langs de kartesiske aksene slik at det blir
lett & regne pa i kartesiske koordinater: Et rektangel med ett hjorne i (xq, o, 20)
og motsatt hjgrne (xo,yo + Ay, 20 + Az) orientert parallelt med yz-planet og med
sidekanter Ay og Az. Vi har normalvektoren n = ¢ i positiv z-retning, og orienterer
kurven 7 i henhold til hgyrehandsregelen.

1. Siden er z = xg, yo < y < yo+Ay og z = 2. En passende parameterisering kan
vaere 7(t) = xot + (yo + t)J + 20k for 0 < t < Ay. Differensialet av posisjons-
vektor er dr = jdt. Langs siden har vi v - dr = v,(r(t)) dt. Kurveintegralet
langs siden er omtrent v, (o, Yo, 20) Ay.

2. Sidener x = xg, y = yo+Ay og 2o < z < zp+Az. En passende parameterisering
kan veere 7(t) = zot + (yo + Ay)g + (20 + t)k for 0 < ¢t < Az. Differensialet
av posisjonsvektor er dr = kdt. Langs siden har vi v - dr = v,(r(t))dt.
Kurveintegralet langs siden er omtrent v, (zo, yo + Ay, z0)Az.
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3. Siden er x = xg, Yyo+Ay >y > yo 0g 2 = zp+Az. En passende parameterisering
kan veere r(t) = xot+ (yo+ Ay —1t)7 + (20 +Az)k for 0 < ¢t < Ay. Differensialet
av posisjonsvektor er dr = —j dt. Langs siden har vi v - dr = —v,(7(t)) dt.
Kurveintegralet langs siden er omtrent —u, (o, %o, 20 + Az)Ay.

4. Siden er x = g, y = Yo 0g 2o + Az > z > zy. En passende parameterisering
kan veere r(t) = xot + yog + (20 + Az — t)k for 0 < ¢ < Az. Differensialet
av posisjonsvektor er dr = —kdt. Langs siden har vi v - dr = —v,(r(¢)) dt.
Kurveintegralet langs siden er omtrent —u, (o, ¥o, 20)Az.

Dersom vi summerer motstaende sider far vi

Side 1 og 3: vy(xo, Yo, 20) Ay — vy (0, Yo, 20 + Az2)Ay =~ —%(mo, Yo, 20) AyAz.

Vz

Side 2 og 4: v. (0, Yo + Ay, 20) Az — v.(T0, Yo, 20) Az ~ %y (70, Y0, 20) AyAz.

Vi har fglgelig sirkulasjonsintegralet

j{v-d’rmﬁ(va)AyAz

o

Legg merke til at i grensen Ay — 0 og Az — 0 sa krymper kurven v inn til et
punkt, alle tilngermingene vil bli eksakt, og vi har at definisjonen (6.4) impliserer
(6.3), dog har vi egentlig kun vist det for vart spesielle valg n = 3.

Vi ma egentlig gjenta utregningen ovenfor for to andre valg av normalvektor
n = j og n = k for & bestemme alle komponentene av virvlinga. Vi ngyer oss
imidlertid med & bare sla fast

1 1 3 k
n-curlv=1lm— Qpov-dr=n-(Vxv)=n- 8@ aﬁ 8@
A=0 A €T Yy z

K Uy Uy U,

for vilkarlig n.

Eksempel: Virvling av posisjonsvektor
Posisjonsvektor r er virvelfri, V x r = 0, uansett om den er én-dimensjonal
r = xt, to-dimensjonal r = x¢ + yj eller tre-dimensjonal r = x2 + yj + zk.

Eksempel: Rotasjon som stivt legeme, vinkelhastighet langs z-aksen
La w = wk. Hastighetsfeltet v = wk X r = —wyt + wxjy er inkompressibelt
V - v =0, og har virvling
V X v =2wk =2w

Vi kan regne ut sirkulasjonen av dette hastighetsfeltet rundt en sirkel v med
radius r og med sentrum i origo, orientert i samme retning som feltet,

C:j{v-dr:2m’2w:2Aw>O
Y

Vi legger altsa merke til at bade sirkulasjonen og virvlingas komponent i z-retning
har samme fortegn.
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Dette har en viktig praktisk tolkning: Dersom vi star pa en karusell sa opplever
vi egentlig to typer rotasjon samtidig: Pa den ene siden den globale bevegelsen rundt
rotasjonsaksen til karusellen. Pa den andre siden den lokale rotasjonen rundt oss selv.
Begge rotasjonsbevegelsene er orientert samme vei, og fglgelig sier vi at rotasjonene
er prograd.

Eksempel: Mer generell rotasjon, ikke ngdvendigvis som stivt legeme
La hastighetsfeltet veere _ .
Tyt tag
- (xQ + y2)n
hvor n er et vilkarlig tall. Dersom n > 1/2 er origo et singuleert punkt, dersom
n < 1/2 er origo et stagnasjonspunkt, og dersom n = 0 er dette rotasjon som et
stivt legeme.
Vi kan na regne ut virvlinga

k

(|
0 —y 0 x 2(1 —n)
-2 2 90| _p|l=-(—2 J_=(_—_~ J|l=" p
V xwv 2:5 f}y 32' oz \ (22 + y2)" Ay \ (22 + y2)" (22 + y2)"
T Yy z

Spesielt ser vi at virvlinga kan veere rettet i bade positiv og negativ z-retning, og
kan ogsa veere lik null.

Virvlinga peker i negativ z-retning for n > 1, feltet er virvelfritt for n = 1, og
virvlinga peker i positiv z-retning for n < 1.

La oss illustrere feltet med et vektor pileplott. For a gjore det skal vi fgrst un-
dersgke om feltet har stagnasjonspunkter v = 0 eller singuleere punkter hvor enten
|v| — oo eller v ikke er entydig definert. Vi innser at det er kun origo som kan vaere
enten stagnasjonspunkt eller singuleert punkt. La oss introdusere polare koordinater

x =rcosf og y =rsind

hvor r = y/x? 4+ y? er avstand til origo. Hastighetsfeltet blir da

v =17 (—sin 0i + cos 05)
Néa ser vi at origo (r = 0) er et stagnasjonspunkt for n < 1/2 og et singulsert punkt
for n > 1/2. Spesielt ser vi at for n = 1/2 sé er feltet ikke entydig definert i origo,
og for n > 1/2 er feltet uendelig i origo.
[ figurene nedenfor har vi markert stagnasjonspunkt med rgd e, og vi har markert
singuleere punkt med rgd x:
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Disse figurene viser at det er en global rotasjonsbevegelse rundt origo. Vi kan
karakterisere denne globale rotasjonsbevegelsen ved & regne ut sirkulasjonen rundt
en sirkel med radius r med sentrum i origo. Sirkelen kan parametriseres som

r(0) = rcosfi + rsindj for 0<6<2nr.

Differensialet av posisjonsvektor er

dr(f) = j—g df = r(—sin0i + cos 03) d

Vi har fra tidligere

v = 17" (—sin 0i + cos 05)

og kan regne ut
v-dr =r2"?"d0

Na er det enkelt a finne sirkulasjonen

27
C= j{v-dfr = / r?2dg = 27?2 > ()
¥ 0

Vi legger altsa merke til at sirkulasjonen alltid har samme fortegn, og er aldri lik

null, uansett verdien til n.

Fra dette resultatet kan vi konkludere at det alltid er en global bevegelse i samme

retning.
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Retrograd og prograd bevegelse

Denne terminologien er mest vanlig brukt i astronomi om planetbevegelse, se
Wikipedia: Retrograd og prograd bevegelse, men vi kan lane terminologien for a
angi om en global rotasjonsbevegelse er lik eller motsatt den lokale rotasjonen rundt
seg selv:

e Dersom virvlinga er orientert likt med sirkulasjonen sier vi rotasjonsbevegelsen
er prograd — for vart eksempel skjer dette for n < 1.

e Dersom virvlinga er orientert motsatt av sirkulasjonen sier vi rotasjonsbeve-
gelsen er retrograd — for vart eksempel skjer dette for n > 1.

Na burde det veere ganske klart at den globale bevegelsen man har i en rotasjons-
bevegelse ikke trenger a veere den samme som den lokale rotasjonen man opplever
rundt seg selv!

Eksempel: Vindprofil naer bakken

La xy-planet veere bakken, la z-aksen peke oppover, og la vinden blase i z-retning
v = v,(2)s. I figuren er v,(z) angitt med stiplet rgd linje og v angitt med bla piler.
Legg spesielt merke til at %L; > 0, den horisontale hastigheten gker med gkende
avstand fra bakken.

Dette kalles en “skjeerstrom” (engelsk “shear current”) fordi fluid-partikler som
ligger ved siden av hverandre (i z-retning) beveger seg i z-retning med forskjellig
hastighet og vil derfor gni mot hverandre.

Det er fornuftig & anta at vinden oppfgrer seg slik neer bakken fordi den vil
bremses pa grunn av friksjon mot bakken.

Skjaerstrgmmen er divergensfri

0v,(2)
Ox
folgelig er den inkompressibel, modellen kunne ha passet like godt for bade vaeske

og gass (vann og luft).
Skjeerstrgmmen har virvling

V-v= =0

va:%j

0z

og ettersom vi vet at %L; > () sa ser vi at virvlinga er orientert i positiv y-retning.

Anta at en bevisstlgs mygg lar seg frakte med denne vinden. Vil myggen ha en
tendens til a rotere rundt seg selv?
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Om vi kan betrakte hastighetsfeltet lokalt som en rotasjon som et stivt legeme,
og om vi i tillegg kan anta at myggen vil bevege seg som en naturlig del av denne
rotasjonen som et stivt legeme, sa har vi resultatet fra forrige eksempel at vinkelhas-
tighetsvektoren vil veere w = %V X v = %% J som er orientert i positiv y-retning.
Dersom denne betraktningen er fornuftig sa kan det se ut til at myggen vil rotere
rundt seg selv som om den skulle rulle bortover langs bakken, selv om den ikke er i

kontakt med bakken.

For at dette eksemplet skal gi mening sa er det kanskje viktig at myggen er
bevisstlgs, fordi ellers kunne den ha flakset med vingene for & opprettholde en viss
orientering?

Praktisk oppgave:
Er stromning neer sluket i en vask prograd eller retrograd?
Er strgmning nar vi rgrer rundt i en kopp prograd eller retrograd?

Oppgaven bestar i a fylle vann i en vask eller et badekar eller en kopp eller en bal-
je. Ta litt stgv fra gulvet, eller noen sma papirbiter, og strg dem over vannoverflaten.
Ror om. Trekk eventuelt ut proppen.

Studer hvordan stgvkornene roterer rundt seg selv i forhold til deres globale
rotasjonsbevegelse. Er dette prograd eller retrograd bevegelse?

Bestem hva som kunne ha veert en passende verdi for parameteren n for at var
modell skal beskrive bevegelsen!

Er det forskjell pa strgmningene i de to tilfellene?

6.3 Oppgaver
6.1 Regn ut divergensen til vektorfeltene

(a) v =yzi + xzj + zyk
_ yzt+xz3 +ayk
T a2y 422
(c) v=e"*(i+j+k)

(b) v

6.2 Regn ut virvlinga til vektorfeltene i forrige oppgave.
6.3 Lar =xt+yj og r = \/x? + y2. Regn ut divergensen til vektorfeltet v = r"r.
6.4 Regn ut virvlinga til vektorfeltet i forrige oppgave.

6.5 Lar =zt +yj+zk og r = /2% + y?> + z2. Regn ut divergensen til vektorfeltet
v=r"r.

6.6 Regn ut virvlinga til vektorfeltet i forrige oppgave.
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Kapittel 7

Mer regning med del operatoren

7.1 Laplace operator, Laplace likning, Poisson lik-
ning

Divergensen til en gradient kaller vi for Laplace operatoren, V? = V- V. I tredimen-
sjonale kartesiske koordinater gir dette uttrykket

Som alternativ til & anvende Laplace operatoren pa et vektorfelt kan vi omskrive
ved identiteten

Vx(VxA)=V(V-A)-VA

eller
V2A:V(V-A)—V>< (VxA)

Eksempel:

VA (2® + ay) =2
V(2% + xyj) = 2@

Laplace likning
Laplace likning sier at Laplace operatoren anvendt pa et eller annet er lik null,
for eksempel V2¢ = 0 eller V2A = 0 hvor ¢ er et skalarfelt og A er et vektorfelt.

Poisson likning

Poisson likning sier at Laplace operatoren anvendt pa et eller annet er lik noe
som ikke er null, for eksempel V2?¢ = p eller V2A = p hvor ¢ og p er skalarfelt og
A og p er vektorfelt.

Eksempel:

¢ = xy er en mulig lgsning av Laplace likning VZ¢ = 0.

A = zyj er en mulig lgsning av Laplace likning V2A = 0.
¢ = 2? er en mulig lgsning av Poisson likning VZ¢ = 2.

A = 2% er en mulig lgsning av Poisson likning VZA = 2i.
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7.2 To viktige spesialtilfeller: Divergensen til ei virv-
ling og virvlinga til en gradient

Divergensen til ei virvling er null

2 9 8
A, A A

(PA, DPA, D*A,  0*A, PA, PA\ 0
B (8y82 828y) * (828x 8:):82) i (ax&y ayﬁx) B

Dette er lik null pa betingelse av at det ikke spiller noen rolle hvilken rekkefglge vi
utferer partiellderivasjonene. LH setning 2.5.2 [3] sier at dersom de blandete deriverte
eksisterer og er kontinuerlige sa er de like. Her antar vi at dette er oppfylt.

Dette resultatet kan vi tolke slik: Dersom et vektorfelt kan uttrykkes som en
virvling, v = V x A, sa er vektorfeltet divergensfritt, V - v = 0. Vektorfeltet A
kaller vi et vektorpotensial. Vi skal straks vise at implikasjonen ogsa gar motsatt vei:
Dersom et vektorfelt er divergensfritt, V-v = 0, sa eksisterer det et vektorpotensial

Aslikatv=V x A.

Virvlinga til en gradient er null

t 3 k
0 0 0
VxVg¢p = 9 By 9z
9¢ 9o 0¢
ox Oy 0z

.(82¢ 52¢) .(02¢ 52¢> (82¢ (92¢)
= 1 — +7 — +k — =0
Oydz 020y 0z0x  0x0z Oxdy  Oyox

Dette er lik null pa betingelse av at det ikke spiller noen rolle hvilken rekkefglge vi
utferer partiellderivasjonene. LH setning 2.5.2 [3] sier at dersom de blandete deriverte
eksisterer og er kontinuerlige sa er de like. Her antar vi at dette er oppfylt.

Dette resultatet kan vi tolke slik: Dersom et vektorfelt kan uttrykkes som en
gradient, v = V¢, sa er vektorfeltet virvelfritt, V x v = 0. Vi skal snart vise at
implikasjonen ogsa gar motsatt vei, dersom et vektorfelt er virvelfritt, V x v = 0,
sa eksisterer det et skalarpotensial ¢ slik at v = V¢. Dette skal vi etablere etter at
vi har introdusert Stokes sats i seksjon 8.2.

Vi sa tidligere i seksjon 4.4 at vektorfeltet v er konservativt dersom det kan
skrives som gradienten til et skalarpotensial ¢. Vi sa i seksjon 5.1 at skalarpotensialet
kan skrives som et kurveintegral

o(r) = /T'U(r’)-dr’ch

T0

Her er r( et vilkarlig startpunkt for en vilkarlig kurve som gar til punktet r, og c er
en vilkarlig konstant.
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7.3 A finne vektorpotensialet

Vi skal na vise at dersom et vektorfelt v er divergensfritt, V-v = 0, sa finnes det et
vektorpotensial A slik at v = V x A. Vi viser dette ved & presentere en eksplisitt
lgsning.

Forst regner vi ut virvlinga til A

i 3 k
0A, O0A 0A, 0A 04, 0A
VxA=|2£2 2 2 :i( Z——y>+'< = — z>+kz(—y— )
Z‘i ff; ZZZ dy 0z ANE Ox Ox dy

Betingelsen V-v = 0 medfgrer én foring blant de tre ukjente (A,, A,, A,). Derfor
kan vi eliminere én av dem. La oss eliminere A, = 0. Da gjenstar det & lgse fglgende
tre likninger

0A, 04, DA, 0A,

oy 0: Y T T o
Den tredje likninga har lgsning
A, = /:v v (2, y, 2)da’ + f(y, 2)
o
hvor f(y, z) er en vilkarlig funksjon. Den andre likninga har lgsning
A=~ /w vy(a',y, 2) da’ + g(y, 2)
0

hvor ¢(y, z) er en vilkarlig funksjon. Den forste likninga vil na gi en fgring pa de to
vilkarlige funksjonene f og g. Ved innsetting far vi

9A. A,  [TOv,, RGY /xauz, , of
8y 82 - L ay (xvwa)dx +ay . 82 (x7yaz)dx 82 = Uy

0 0

Na benytter vi oss av at v er divergensfri

T ov, ,  Og Of
. ax/(x7y7z)dx +a_y g_vz
som gir
dg Of
8_y 9, = v.(20,, 2)

Vi kan for eksempel kreve at f = 0 og lgse for g

y

9(2% Z) = / Um(x07y/7z) dy/
Yo

Folgelig har vi funnet en eksplisitt lgsning for vektorpotensialet

x x Yy
A:j/ vz(x’,y,z)dx'—l—k:(—/ vy(x’,y,z)d:v’+/ vx(xo,y’,z)dy'> (7.1)

zo zo Yo
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Det er apenbart at lgsningen vi presenterer i (7.1) ikke er den eneste mulige
lpsningen for A. Vi valgte, ganske vilkarlig, at A, = 0 og f = 0. Vi kunne ha gjort
andre valg, for eksempel A, = 0 eller A, = 0 eller V- A = 0, etc. Slike fgringer
kalles pa engelsk “gauge” som kanskje kan oversettes til “mal” eller “fgring” pa norsk,
men vi skal bruke ordet “gauge”. Den spesielle fgringen V - A = 0 kalles “Coulomb
gauge”.

Dersom A er et vektorpotensial for v, det vil si v = V x A, sa kan vi introdusere
en sakalt “gauge transform”, B = A 4+ Vf. Vi ser at B ogsa er et vektorpotensial
forv, fordiVx B =V xA+V xVf=VxA =wv. Dette kalles “gauge invarians”.

Eksempel:

Det divergensfrie vektorfeltet v = x¢ — yj har vektorpotensial A = zi + yj +
xyk som ikke oppfyller Coulomb gauge fordi V - A = 2. Vi kan finne et annet
vektorpotensial B som oppfyller Coulomb gauge ved gauge transformen B = A +
Vf. Ved & ta divergensen V- B = V- A + V2f = 2+ V2f = 0 innser vi at f
mé tilfredsstille Poisson likning V2 f = —2. En mulig lgsning er f = —z?. Dette gir
B = —x1+yj + xyk som er vektorpotensial for v og som oppfyller Coulomb gauge.

7.4 Strgmfunksjon

Dersom et vektorfelt er 2D og divergensfritt kan vi representere det med et vektor-
potensial med kun én komponent orientert i den ortogonale retningen. For eksempel,
dersom v er todimensjonal i zy-planet, slik at k-v = 0, og v er divergensfri, V-v = 0,
sa reduserer (7.1) seg til kun én komponent i z-retning. Vi kan da skrive vektorpo-
tensialet som A = —k. Funksjonen 1 skal vi kalle for stremfunksjon.

Vi antar altsa at v er et 2D divergensfritt vektorfelt i xy-planet,

V= Ux(xv y)’l, + ’Uy(ZL', y)]’

og at vi kan representere v ved en strgmfunksjon ¢ (z,y) assosiert med et vektorpo-
tensial A = —k slik at v =V x (—ky) = k x V. Dette gir

vy = 22
b =
v ox

Det er enkelt & vise at v i sa fall er divergensfri

O O, 0 9w, 00, P

Vv ox + dy _%(_8y)+8_y(%)__axay+8y8x N

I henhold til LH setning 2.5.2 [3] vet vi at dersom de blandete deriverte eksisterer og
er kontinuerlige sa er de like. Vi skal anta at dette er oppfylt slik at det ikke spiller
noen rolle hvilken rekkefglge vi utferer derivasjonene.

Vi innser at at dersom et vektorfelt ikke er divergensfritt sa har det ikke en
strgmfunksjon.
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Eksempel:
Dersom v = 2t — yj kan vi finne stremfunksjon fra likningene v, = x = —g—lyb og

v, = g—f. Den forste likninga har lgsning ¢ = —zy + f(x) hvor f(z) er en vilkarlig
funksjon av x. Den andre likninga har lgsning v = —xy+g(y) hvor g(y) er en vilkarlig
funksjon av y. For at disse lgsningene skal passe sammen ma vi ha f(z) = g(y) =
hvor ¢ er en vilkarlig konstant. Lgsningen er altsa ¢ = —xy + c.

Eksempel:
La oss vise at dersom vektorfeltet v er divergensfritt og 2D i xy-planet sa kan vi
konstruere en strgmfunksjonen ved kurveintegralet

bla,y) = / (o) x k) - dr" (7.2)

En mate a gjore dette er a forst regne ut gradienten V¢ = v x k, og deretter
regne ut k x Vi = k x (v x k) = v. En annen framgangsmate er & gjenkjenne
integralet som z-komponenten i likning (7.1).

Legg merke til at representasjonen (7.2) kun er veldefinert dersom integralet er
uavhengig av veien, det vil si at integranden er et konservativt felt. For & vise at
dette er tilfelle kan vi vise at integranden v x k er virvelfri

ov

Vx(vxk):(k~V)v—k(V-v)—%—k(V v) =

hvor vi har benyttet identiteten A x (B x C) = BA-C — C A - B og det faktum
at k er konstant, og at v verken er funksjon av z eller har divergens.

Na som vi vet at integralet er uavhengig av vei kan vi velge veien slik vi matte
onske, for eksempel fra origo til 7 = xt og deretter videre til » = x2 + y7, langs to
rette linjestykker. Dette gir

ven) = [ o 0)dr = [Coteay (73)

Vi kan na vise at g = Uy 0g ‘315 = —u,, se oppgave nedenfor.

7.4.1 Strgmlinjer og stremfunksjon

Vi forstar hvorfor strgmfunksjonen har fatt sitt navn nar vi innser relasjonen til
strgmlinjene. Vi har tidligere definert strgmlinjene som kurver som er overalt tangent
til vektorfeltet, uttrykt ved v x dr = 0. For 2D felt i xy-planet har vi

i § k

0=vxdr= —g—f 0 zg—¢dz+ g¢d k:(gwd —i—((;b )
de dy dz v Y y v

Vi gjenkjenner Vi - dr = dy som et fullstendig differensial. Likninga er oppfylt
dersom dz = 0 og diyp = 0. Strgmlinjene er gitt ved 1 = konstant i plan med z =
konstant.
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Dersom strgmfunksjonen 1) eksisterer sa er strgmlinjene gitt ved ekviskalarkur-
vene 1) = konstant. Dette kan for eksempel plottes pa datamaskin ved hjelp av en
contour-kommando.

Husk at stromfunksjonen ikke alltid eksisterer! I sa fall ma vi ga tilbake til den
opprinnelige differensiallikninga for strgmlinjer v x dr = 0.

Eksempel: Finn stremfunksjonen og strgmlinjene til feltet v = y2

—_— e —> — —> —> —> —> —> —>

- e e e e e < < < <— <—

Vi ser at dette er en skjeerstrom, og at alle punkter langs z-aksen (y = 0) er
stagnasjonspunkter.

Alternativ 1:

v er divergensfritt og 2D, derfor vet vi at en strgmfunksjon eksisterer. Vi finner
Y = —%yQ + ¢ hvor c er en vilkarlig konstant. Strgmlinjene er v» = konstant, det vil
si linjer parallelle med x-aksen.

Alternativ 2:

Vi kan lgse 0 = v x dr = —jydz + kydy. Dette gir to skalare likninger ydz = 0
og ydy = 0. Vi ser at y = 0 er en triviell lgsning som gir alle stagnasjonspunktene,
men vi gnsker ogsa lgsning for y # 0. Vi har da at dz = 0 og dy = 0 som gir z =
konstant og y = konstant, som er rette linjer parallelle med x-aksen.

Eksempel: Finn stremfunksjonen og strémlinjene til feltet v = 1

y
o
I
f
f
!

1 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1
| | | | | | | | | b |
|
|
!

J
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Vi ser at alle punkter langs y-aksen (z = 0) er stagnasjonspunkter.

Alternativ 1:
Divergensen er ulik null, V - v = 1. Forsgk pa a finne en strgmfunksjon v leder
til en selvimotsigelse. Det eksisterer ikke en strgmfunksjon.

Alternativ 2:

Vi kan finne strgmlinjene ved & lgse 0 = v x dr = —jxdz + kxdy. Dette gir to
skalare likninger xdz = 0 og xdy = 0. Vi ser at x = 0 er en triviell lgsning som gir
alle stagnasjonspunktene, men vi gnsker ogsa lgsning for x # 0. Vi har da at dy = 0
og dz = 0 som gir y = konstant og z = konstant, som er rette linjer parallelle med
x-aksen.

NB! Merk at strgmlinjene er de samme som 1 forrige eksempel, selv om vektor-
feltene er forskjellige! Det er altsa ikke tilstrekkelig & identifisere strgmlinjene for a
entydig identifisere et vektorfelt!

7.4.2 Stromror

Et stromrer er et “ror” med vegger som er strgmlinjer. Definisjonen medfgrer at det
ikke vil strgmme igjennom veggene til stromrgret.

I tredimensjonalt rom kan vi se for oss stromrgr som et vanlig rgr. For todimen-
sjonal strgmning, for eksempel i xy-planet, kan vi se for oss at veggene i rgret er
stromlinjer i planet.

I de to eksemplene ovenfor har vi identiske strgmrgr, begge for plan strgm i
xy-planet, med vegger parallelle med x-aksen.

Fluks av todimensjonal strgm gjennom strgmrgr

Dersom vi begrenser oss til todimensjonal stromning i xy-planet, kan vi regne ut
den integrerte fluksen gjennom et tverrsnitt av et strgmror ved integralet f7 v-nds
hvor kurven ~ ligger i xy-planet og krysser strgmrgret fra et punkt A pa den ene
siden til et punkt B pa den andre siden av rgret.

Merk: Dette er integrert fluks for en plan stremning gjennom en kurve + i planet.
Derfor benytter vi ds som er et infinitesimalt kurveelement, og ikke do som er et
infinitesimalt flateelement. Enhetsvektoren m star normalt pa kurveelementet i zy-
planet.

Vi har nds = £k x dr = £(—idy + jdx). La oss anta at n skal peke i positiv
x-retning, og at dy er positiv, sa vi velger nds = ¢dy — jdx. Den integrerte fluksen
gjennom kurven ~y blir fw v-nds= f7 v, dy — v,dz. N& kommer vi ikke lenger uten
a gjgre flere antakelser.

Dersom vi antar at feltet har en strgmfunksjon sa blir integranden et fullstendig
differensial og vi far

Vi ser altsa at dersom strgmfunksjonen eksisterer sa er resultatet uavhengig av
integrasjonsveien. Resultatet ogsa uavhengig av hvor endepunktene A og B befinner
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langs strgmlinene fordi strgmfunksjonen er konstant langs hver av veggene. Resulta-
tet sier altsa at den integrerte fluksen er konstant over alle tverrsnitt av stromroret!

Dersom strgmfunksjonen eksisterer er den integrerte fluksen i et strgmrgr gitt
ved differansen i strgmfunksjonen mellom de to sidene. Da er den integrerte
fluksen konstant over alle tverrsnitt.

Dersom strgmfunksjonen ikke eksisterer ma vi derimot regne med at den inte-
grerte fluksen i et strgmrgr avhenger av tverrsnittet.

Eksempel: Integrert fluks i streamrgr for feltet v = y2

Vi har tidligere sett at det eksisterer en strgmfunksjon ¢ = —%y2—|—c. Strgmlinjene
er de rette linjene y = konstant. Dersom vi betrakter et strgmror med vegger y = a
og y = b sa vil den integrerte fluksen veere

" Ly 1,
v-nds =9y, —Yp==-b"——-a
A 2 2

hvor vi tenker oss at punktet A ligger pa strgmlinja y = a og punktet B ligger pa
stromlinja y = b.

Vi kunne ogsa ha regnet dette ut direkte, uten bruk av strgmfunksjon, for ek-
sempel gjennom tverrsnittet x = konstant og a <y < b

B b 1
/ v-nds:/yi-idy:—y2
A a 2

Legg merke til at den integrerte fluksen i stromreret er konstant for alle tverrsnitt.

b
1. 1
:_b2__ 2
27 T3¢

a

Eksempel: Integrert fluks i streamrgr for feltet v = x2
Vi har allerede sett at det ikke eksisterer noen strgmfunksjon. Vi regner derfor
ut den integrerte fluksen direkte. For tverrsnittetet x = konstant og A <y < B har
vi 5 ,
/ v-ndSZ/ xt-1dy = :cy|Z:a::z:(b—a)
A a

Legg merke til at na er den integrerte fluksen avhengig av z-koordinaten, den
integrerte fluksen avhenger av tverrsnittet!

7.5 Helmholtz dekomposisjon

Et generelt vektorfelt v kan splittes opp som en sum av en virvelfri del og en diver-
gensfri del, dette kalles for Helmholtz teorem eller Helmholtz dekomposisjon.

UV = Uyirvelfri T Vdivergensfri

Denne oppsplittingen er ikke entydig bestemt. Dersom feltet u er bade virvel- og
divergenSfritt7 sa kan vi definere lavirvelfri = Uyirvelfri +U OF ﬁdivergensfri = VUdivergensfri — U,
og vi har en alternativ oppsplitting v = Uyirveltri + Udivergensfri-
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Vi har allerede sett at et virvelfritt felt kan representeres ved et skalarpotensial
Vyirveltri = V¢ 0g at et divergensfritt felt kan representeres ved et vektorpotensial
Vdivergensfri = V X A, dermed kan vi skrive

v=Vop+VxA

Vi vet at utregningen av potensialene ikke er entydig. Til skalarpotensialet ¢ kan
vi addere en vilkarlig skalar konstant. Vektorpotensialet kan endres ved en sakalt
“gauge transform” for at det skal oppfylle en gnsket “gauge”. Dette gjores for a gi oss
en mest mulig fordelaktig Helmholtz dekomposisjon i skalar- og vektorpotensial.

Eksempel: Finn en Helmholtz dekomposisjon til feltet v = yz
Vihar V.-v =0 0g V x v # 0, folgelig trenger vi ikke ¢ og kan legge alt inn i
A. En mulig lgsning er A = —¢k hvor ¢ = —3y%k og ¢ = 0.

Eksempel: Finn en Helmholtz dekomposisjon til feltet v = z2
Vihar V-v =10g V x v = 0, folgelig trenger vi ikke A og kan legge alt inn i
¢. En mulig lgsning er ¢ = %xQ og A=0.

Eksempel: Finn en Helmholtz dekomposisjon til feltet v = x2 4+ yj3 + zk
Vihar V.-v =3 # 00g V x v = 0, folgelig trenger vi ikke A og kan legge alt
inn i ¢. En mulig lgsning er ¢ = (2% + y*> + 2%) og A = 0.

Eksempel: Finn en Helmholtz dekomposisjon for v = (z —y)i + (z +y)J

I dette tilfellet har vi divergens V-v = 2 # 0 og virvling V x v = 2k # 0. Vi ma
derfor splitte opp v i en divergensfri og en virvelfri del. Dette kan gjores pa mange
mater, det er ikke et entydig svar!

Vi kan prgve v = v; + vy hvor vy = xt + yj og vo = —yt + xj. For v; har vi
divergens V-v; = 2 # 0 og virvling V x v; = 0. For vy har vi divergens V-v, = 0 og
virvling V x v; = 2k # 0. [ sa fall kan vi benytte skalarpotensialet ¢ = %(mQ +y?) for
v1, og vi kan benytte stromfunksjonen ¢ = %(.TQ—l—yz) med tilhgrende vektorpotensial
A = —k for v,.

Det ma understrekes pa ny at ingen av disse eksemplene har kun ett riktig svar!
Oppsplittingen i virvel- og divergensfri del er ikke entydig. Skalarpotensialet for et
gitt virvelfritt felt er ikke entydig. Vektorpotensialet for et gitt divergensfritt felt er
ikke entydig.

7.6 Vektor differensial identiter

Ved hjelp av produktregelen for derivasjon, samt de fire vektor-identitetene

a-bxc=b-cxa=c-axb (7.4)
ax(bxe)=ba-c—ca-b=bla-c)—c(a-b) (7.5)
a-b=b-a (7.6)

axb=-bxa (7.7)
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kan vi na utlede fplgende formler som star i Matthews side 81-82 [5] og i Rottmann
side 64 [0]:

V(fg) = fVg+gVf (7.8)

V- -(fu)=Vf-u+ fV-u (7.9)

VX (fu)=Vfxu+ fVxu (7.10)
Vi(uxv)=(Vxu) - v—(Vxv) u (7.11)
Vx(uxv)=u(V-v)+(v-V)u—(u-V)v—v(V-u) (7.12)
Viu-v)=ux (Vxv)+vx (Vxu)+u-Vo+v-Vu (7.13)

Tre viktige kommentarer bgr gis om disse formlene:

For det forste kan vi legge merke til at notasjonen til Rottman [0] er forskjellig
fra den vi er vant til. Det kan veere ganske forvirrende, for eksempel dersom vi skulle
begynne a bla i Rottmann for forste gang nar vi sitter pa eksamen!

For det andre har vi presentert disse formlene pa koordinatfri form. Vi har altsa
ikke begrenset oss til ett bestemt koordinatsystem. Den motsatte ytterlighet finner
vi i Matthews kapittel 4 [5] hvor disse identitetene utledes i kartesiske koordinater
med indeks notasjon.

For det tredje har formlene over blitt skrevet slik at derivasjonsoperatoren alltid
virker mot hgyre og tildels overflgdige parenteser er satt slik at beregning av dyader
unngas. Det er nemlig en stor utfordring a beregne dyader som involverer V, som
forklart i det folgende:

Litt om dyadiske produkter

I dette kompendiet skriver vi dyadisk produkt mellom to vektorer uten noe sym-
bol ab. Andre bruker notasjonen a ® b som betyr det samme.

Dyadiske produkter kommuterer ikke, ab # ba. Skalarprodukt og dyadisk pro-
dukt kan beregnes i vilkarlig rekkefolge, a - be = (a - b)e = a - (be). For at dette
skal gjelde kreves det at vektor-retningene i dyaden bc er slik at vektor-retingen til
b kommer for vektor-retningen til c.

I praksis er det arbeidsbesparende & utfore prikk-operasjonen forst, (a - b)c.

Gradienten til en vektor er problematisk!

Forfatteren av dette kompendiet liker & innbille seg at man skal kunne bytte ut
hvilken som helst av vektorene ovenfor med V uten at det endrer rekkefslgen av
vektor-retningene, for eksempel at folgende skal veere riktig

a-Ve=(a-V)c=a-(Ve)

Med andre ord, at vektor-retningene i dyaden Ve er slik at vektor-retingen til V
kommer fgr vektor-retningen til c¢. Dette er i overensstemmelse med notasjonen i
Vilhelm Bjerknes [1] og Gjevik & Fagerland [2] og Matthews [5] og store deler av
ingenigr-rettet litteratur innen fluidmekanikk.

Derimot benytter ofte matematisk orientert litteratur seg av motsatt konven-
sjon. De argumenterer med at siden V ikke bare er en vektor, men ogsa en operator,
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sa oppfattes dyaden Ve a ha vektor-retningen til ¢ for vektor-retingen til V. Som
eksempel pa dette kan man legge merke til hvordan Jacobi-matrisen er orientert i
Lindstrgm & Hveberg [3]. Likevel vil man i den samme matematisk orienterte litte-
raturen stadig oppfatte at vektor-retningene i dyaden bc er slik at vektor-retingen
til b kommer for vektor-retningen til c. Kanskje dette framstar som inkonsistent?

For & unnga denne tvetydigheten er det tryggest a sette parentes rundt skalar-
produkt i uttrykk som (a - V)c slik at man unngar a beregne Ve eksplisitt. Det er
uansett arbeidsbesparende a utfgre prikk-operasjonen fgrst.

Eksempel: Rotasjon som stivt legeme med generell vinkelhastighet
La vinkelhastighetsvektor w peke i vilkarlig retning. Hastighetsfeltet er v = wxr.
La oss vise at hastighetsfeltet er divergensfritt (inkompressibelt)

V-v:V~(wxr):w-(#xV):w-(—er):O

. 1 . . . o .
Notasjonen r brukes for & angi at r skal deriveres av V nar V deriverer mot venstre.
La oss regne ut virvlinga

VXU:VX(wxr):w(V-r)—#(V~w):3w—(w-V)r

I utregningene ovenfor har vi benyttet at V- r =3 og V x r = 0, at skalarpro-
duktet kommuterer a - b = b - a, at kryssproduktet oppfyller a x b = —b x a, at
vektor-trippel-produkt oppfyller a - (b x ¢) = ¢ - (a x b) og formelen for “dobbel-
kryss-produktet” a x (b x ¢) = b(a - ¢) — c(a - b).

Pilene over 7 til venstre for V indikerer at V deriverer mot venstre. Det fgles
kanskje unaturlig at V skal derivere mot venstre? Grunnen til at dette fenomenet
dukket opp er fordi vi har brukt formlene for vektor-trippel-produkt og dobbel-kryss-
produkt blindt. Ettersom vi gnsker a presentere svaret pa en slik mate at vi unngar
a skrive slike piler, sa skriver vi umiddelbart om rekkefglgen slik at V far lov til &
derivere mot hgyre.

Vi har
w-V 0 + J + 0
V=w,— +wy— +w,—
ox Yoy 0z
og folgelig
0 0 0
(w-V)r :wxa—; +wya—;+wza—z =Wyt +wyJ +w.k=w
Derfor far vi til slutt resultatet
V X v=2w

Vi kunne ha regnet ut w-Vr i motsatt rekkefglge. I sa fall har vi Vr = 41+3575+kk
som er identitetsdyade, og w - (Vr) = w og vi far samme svar.
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7.7 Oppgaver

7.1 Ov deg pa a utlede vektor differensial formlene (7.8)—(7.13) ved & benytte vektor
algebra identitene (7.4)—(7.7) sammen med produktregelen for derivasjon.

7.2 Finn Helmholtz dekomposisjoner, med skalar- og vektorpotensialer, for vektor-
feltene i xy-planet:

(a) v=1

(b) v=3

(c) v=uxi

(d) v=uaj

(e) v=1xi+yj

f) v=yi+zj

(8) v=yi—uxj

(h) v=—yi+zj

() v=(—yi+zj)/va*+y
(1) v = (~yi+aj)/(a® +y°)
(k) v =yi+ zyj

7.3 Finn Helmholtz dekomposisjoner, med skalar- og vektorpotensialer, for vektor-
feltene i xyz-rommet:
(a) v=at+yj + 2k
(b) v=—2zi+yj+ zk

7.4 Vis at strgmfunksjonen definert i likning (7.3) gir v, = —% 0g Uy = g—f.
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Kapittel 8

Integralsatser

8.1 Gauss integralsats

Vi har tidligere sett at divergensen til et vektorfelt kan uttrykkes som

divv=V - v = lim l/’u-nda
v—o V' /g
Her er S en lukket flate som omslutter et volum V. Flatenormalvektoren m er ret-
tet ut av volumet. Integralet gir den integrerte fluksen ut av den lukkede flaten.
Grenseoppgangen forteller om feltet har netto utstrgmning gjennom en lukket flate
i grensen at flaten skrumper inn til et punkt.

Na gnsker vi a utvide denne tankegangen til et volum V av endelig stgrrelse,
omsluttet av en lukket flate S. Dette gjor vi ved a dele opp det opprinnelige volumet
i mange sma biter V,, som er omsluttet av flater 5,,. S& summerer vi opp bidraget
over alle bitene. Vi fjerner grenseverdien midlertidig, multipliserer med volumet, og

tar summen
ZV'va%Z/ v-ndo (8.1)

I grensen at bitene blir infinitesimale, vil V,, bli infinitesimale volumelementer
d7, og summen pa venstre side over alle volumene kan uttrykkes som et integral. For
summen pa hgyre side innser vi at der hvor to delflater S,,, mgtes vil fluksintegralene
kansellere hverandre ut, de vil gi bidrag som er like i tallverdi og motsatt i fortegn,
fordi flatenormalvektorene n peker i motsatt retning. Dermed vil summen pa hgyre
side over alle flateintegralene bli lik integralet over yttergrensen S.

/V-vdT:/v-nda (8.2)
1% s

NB! Vi ma passe oss for singulariteter i integrasjonsomradene! Enten ma vi eks-
kludere singulaere punkter fra integrasjonsomradene V' og S, eller s& ma vi utvide
funksjonsbegrepet vart slik at vi blir i stand til & representere singularitetene. I dette
kompendiet skal vi unnga singulaere punkter ved a ekskludere dem fra integrasjons-
omradene.

Dette er Gauss sats.
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Eksempel: Integrert fluks av v = xt ut av enhetsterning

La de seks sidene veere x = 0, x = 1, y =0,y =1, z = 0 og 2z = 1. De seks
tilhgrende enhets normalvektorene er henholdsvis n = —¢, n =12, n = —3, n = 3,
n = —k og n = k. Det er fluks gjennom kun én av sidene, nemlig x = 1 som har
enhets normalvektor n = 2. Fluksintegralet er lik 1.

Gauss sats gjgr det mulig a la veere a regne ut fluksintegralet eksplisitt, men heller
regne ut volumintegralet av divergensen. Divergensen er V - v = 1. Volumintegralet
av divergensen er derfor lik volumet av enhetskuben, som er lik 1.

Eksempel: v =r = 21+ yj + zk, V kule med radius R rundt origo

Divergensen til v er V- v = 3. Volumintegralet er derfor lik 3 ganger volumet av
kula, 3- 3R = 47 R3.

Vi kan uttrykke v som v = ri, hvor r = |r| og 4, peker radielt ut fra origo.

For et kuleskall med radius r = R sentrert rundt origo innser vi at enhetsnor-
malvektor er n = ﬁ = 1,. Pa kuleskallet har vi v - n = Rz, -1, = R. Fglgelig ser vi

at fluksintegralet er lik R ganger arealet til kuleskallet, R - 47 R?* = 47 R3.

Eksempel: v =r = 21+ yj + 2k, V kule med radius R ikke rundt origo
Divergensen er stadig V - v = 3. Foglgelig ser vi at volumintegralet er lik 3 ganger
volumet til kula, 3 - §7TR3 = 47 R?, uansett hvor kula er sentrert.

Flateintegralet vil i dette tilfellet veere mye vanskeligere & regne ut. For et kule-
T —70

skall med radius R sentrert rundt ry vil enhetsnormalvektor veere n = r—ro]? 08 vi
far v-n = % som ikke umiddelbart ser ut til & veere enkelt & integrere over

kuleskallet.
Gauss sats omformet et vanskelig flateintegral til et enkelt volumintegral!

Eksempel: Vis at for enhver lukke flate S sa er

/Vx'v-nda:O
s

Ved a benytte Gauss sats kan vi skrive om til et volumintegral

/va-ndaz/v-(va)dT:O
s v

Her har vi benyttet at divergensen til ei virvling er lik null V - (V x v) = 0.

8.1.1 Anvendelse pa tyngdekraft

Vektorfeltet i Newtons gravitasjonslov
Newtons gravitasjonslov for punktmasser sier at tyngdekrafta som virker pa en
punktmasse m pa grunn av en annen punktmasse M er gitt ved

v . :
G miT:—GMm%:—GMm vt +yg + zk

F = 5 =
r r (24 y% + 22)2

hvor GG er den universelle gravitasjonskonstanten og r er avstanden mellom de to
punktmassene og ¢, er enhetsvektor som peker fra massen M mot massen m. Her
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har vi omskrevet uttrykket ved hjelp av kartesiske koordinater som er plassert med
origo i punktmassen M.

Vi kan regne ut at vektorfeltet er divergensfritt, V - F' = 0, for » # 0, men
betyr det at volumintegralet av divergensen er lik 0 dersom vi inkluderer origo i
volumintegralet?

Pass pal Vilkarlig neer origo peker F' vilkarlig sterkt i alle retninger! Origo er et
singuleert punkt!

La oss regne ut flateintegralet over et kuleskall med radius R sentrert rundt origo.
Pa kuleskallet » = R har vin = ‘ = =1, og derfor F'-n = —GM . Folgelig ser vi at

fluksintegralet er —47GMm fordi arealet til kuleskallet er 47TR2.

Kan dette stemme med Gauss sats?

Problemet er at divergensen V - F' har en vesentlig singularitet i origo. Singu-
lariteten er vesentlig i den forstand at den pavirker volumintegralet til tross for at
singulariteten er begrenset til ett enkelt punkt. I dette tilfellet er det tre strategier
for a lgse problemet:

1. Unnga a integrere over singulariteten.

2. Utvide matematikken slik at vi kan representere singulariteten (utvide funk-
sjonsbegrepet til “generaliserte funksjoner”, “Dirac delta funksjoner”, “distribu-
sjoner” eller “svak formulering”).

3. Bytte ut Newton’s gravitasjonslov med Gauss gravitasjonslov for & unnga a
introdusere singulariter.

Den enkleste maten & unnga problemer med singulariteter er a ekskludere de
singuleere punktene fra integrasjonsomradet. Dette er strategien i MEK1100 og i de
tre leerebgkene M [5], GF [2| og LH [3]:

Eksempel: Vektorfeltet i Newtons gravitasjonslov, ekskludert det sin-
gulaere punktet i origo

Vi kan unnga singulariteten i origo ved a legge et lite kuleskall rundt origo, med
liten radius € > 0. Volumet V' skal vaere omradet € < r < R, avgrenset av to kuleskall,
et ytre skall » = R og et indre skall r = e.

Volumintegralet er na uproblematisk siden V - F' = 0, utenom origo, sa volum-
integralet er lik null.

Flateintegralet far na bidrag fra to flater, ytre og indre kuleskall. Integralet over
det ytre kuleskallet er det samme som for —4nGMm. Pa det indre kuleskallet har
vin = i, og derfor F'-n = G%Qm, og fluksintegralet er 47GMm. Summen
av de to éatemtegralene er null, og Gauss sats er oppfylt.

Gauss lov

Na skal vi presentere en helt annen tilnserming for a fa bort singulariteten, nemlig
a innse at det ikke er realistisk at en endelig masse M er plassert i et uendelig lite
punkt, fordi det ville bety at punktet har uendelig stor massetetthet. Derfor introdu-
serer vi et alternativ til Newtons gravitasjonslov, nemlig Gauss lov for tyngdefeltet
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som beskriver hvordan tyngdekraft genereres av en fordeling av massetetthet som
ikke er uendelig stor i noe punkt.

Forst tar vi en aldri sa liten filosofisk utflukt for a avklare forskjellen pa sats=teorem
og lov=naturlov:

En sats er det samme som et teorem. Det er en matematisk identitet som kan
bevises matematisk. Vi har bevist Stokes og Gauss integralsatser.

En lov, i betydningen naturlov, er en pastand eller en modell, vanligvis en ma-
tematisk modell, for hvordan naturen oppferer seg. En naturlov kan ikke bevises
matematisk. Vi kan derimot gjgre eksperimenter og observasjoner som kan styrke
eller svekke var tiltro til en pastatt naturlov. Newtons gravitasjonslov for punktmas-
ser er eksempel pa en naturlov.

En sats er en matematisk identitet som kan bevises. En naturlov er en pa-
stand om hvordan naturen oppfgrer seg som ikke kan bevises.

Vi skal né introdusere Gauss lov. Det er minst tre ulike varianter av Gauss lov:

e Gauss lov for det magnetiske feltet er V- B = 0. Dette er én av Maxwell’s lik-
ninger. Magnetfeltet er divergensfritt. Den kan tolkes som at det ikke eksisterer
magnetiske ladninger.

e Gauss lov for det elektriske feltet er V - E = p/eg. Dette er en annen av
Maxwell’s likninger. Divergensen til det elektriske feltet skyldes elektrisk lad-
ningstetthet p. Konstanten ¢, kalles elektrisk permittivitet.

e Gauss lov for tyngdefeltet er V- g = —4wGp. Her er g = F'/m tyngdens akse-
lerasjon, hvor F' er tyngdekraften som virker pa en masse m. Divergensen til
tyngdens akselerasjon skyldes massetetthet p. Konstanten G er den universelle
gravitasjonskonstanten.

Vi skal benytte Gauss lov for tyngdefeltet. Massetettheten p er ikke uendelig stor
noe sted og derfor unngar vi singulariteter.

Eksempel: Tyngdekraften vi opplever nar all masse M er kulesymmet-
risk fordelt innenfor oss.

Sporsmalet er na om Gauss lov for tyngefeltet V - g = —47Gp er forenelig med
tyngdefeltet fra Newtons gravitasjonslov g = F/m = —G TMQ'L}.

La oss tenke oss at massen M er plassert kulesymmetrisk rundt origo » = 0
innenfor ei kule med radius R. Massetettheten til kula er derfor ogsa kulesymmetrisk,
men trenger ikke a veere konstant. Vi vet imidlertid at hele massen M befinner seg i
omradet r < R, det vil si M = fT < Pd7. La oss anta at vi befinner oss pa et kuleskall
r > R, slik at vi har hele massen M er “innenfor” oss. Arealet til kuleskallet som vi
befinner oss pa er A = 47r? og enhets normalvektor er Z,. Som en konsekvens av at
massen M er fordelt kulesymmetrisk rundt origo sa er det rimelig a anta at vi vil
oppleve en tyngdekraft som er rettet inn mot origo, i retning —¢,. Vi antar derfor

at g = _gir'
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La oss sette dette inn i venstre side av Gauss sats

/ V.gdr = / —ArGpdr = —47rG/ pdr = —4rGM
1% 1%

r<R

La oss deretter sette dette inn i hgyre side av Gauss sats

/g-ndaz/—gir-irdaz—g/daz—g47r7“2
S S S

Vi ender opp med at g = G%, og folgelig g = —GTMQ'JIT, som er det vi gnsket a
vise.

Eksempel: Tyngdekraften vi opplever nar massen M er kulesymmet-
risk fordelt bade innenfor og utenfor oss.

Har du noen gang lurt pa hvilken tyngdekraft du vil oppleve dersom du befinner
deg i en dyp tunnel slik at du har massen M fordelt bade innenfor og utenfor det
kuleskallet som du befinner deg pa?

La oss tenke oss at massen M er plassert kulesymmetrisk rundt origo r = 0. La
oss tenke oss at vi befinner oss i en radiell avstand R fra sentrum av kula. Vi kan
tenke oss at massen derfor er fordelt som M = M, r + M,~r hvor vi har M,_g
naermere sentrum og M,~r lenger vekk fra sentrum enn der hvor vi befinner oss.
Som en konsekvens av at massen M er fordelt kulesymmetrisk rundt origo sa er det
rimelig a anta at vi vil oppleve en tyngdekraft som er rettet inn mot origo, i retning
—1,. Vi antar derfor at g = —g¢,.

La oss sette dette inn i venstre side av Gauss sats

/ V.gdr = / —4AnGpdr = —47rG/ pdr = —47GM, g
v v

r<R

La oss deretter sette dette inn i hgyre side av Gauss sats

/g-ndJ:/—gir-z’rdaz—g/ do = —g4mR?
S S r=R

M’V‘<R y

Vi ender opp med g = G%, og folgelig at g = —G—55%4,. Vi vil altsa kun
oppleve en tyngdekraft tilsvarende massen M, r som er innenfor oss. Dersom du
graver en tunnel helt inn til jordas sentrum sa vil du der veere vektlgs!

Vi forstar na at singulariteten i Newtons gravitasjonslov egentlig bare er en
matematisk konsekvens av a plassere en endelig masse i et uendelig lite punkt slik
at massetettheten der blir uendelig stor. Gauss lov for tyngdefeltet reformulerer
gravitasjon til et uttrykk for divergensen til tyngdefeltet, V - g = —4nGp, som
respekterer at massetetthet ma veere endelig. Fglgelig forsvinner singulariteten.

8.2 Stokes integralsats

Vi har tidligere sett at komponenten i retning n av virvlinga til et vektorfelt n kan
uttrykkes som

n-va:hmlf'v-dfr
A*)OA 5
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Her er v en lukket kurve som omslutter en apen flate S med areal A. At flaten S er
apen betyr at den ikke omslutter et volum, men er avgrenset av den lukkede kurven
v. Flaten S har en flatenormalvektor m som er orientert i overensstemmelse med
retningen rundt v i henhold til hgyrehandsregelen. Grenseoppgangen forteller om
feltet har netto sirkulasjon rundt en lukket kurve i grensen at kurven skrumper inn
til et punkt.

Merk at fgr vi gjennomferer grenseoppgaven sa trenger ikke flaten S & veere
plan, og flatenormalvektoren m trenger fglgelig ikke a veere konstant, men etter
grenseoppgangen forholder vi oss kun til en entydig flatenormalvektor n.

Na gnsker vi & utvide denne tankegangen til en endelig stor flate S, omsluttet
av en lukket kurve v, som ikke lenger skal skrumpe inn til et punkt. Dette kan vi
fa til ved & dele opp den opprinnelige flaten i mange sma biter .S, som er omslut-
tet av kurver 7,,. Sa kan vi summere opp bidragene fra alle bitene. La oss fjerne
grenseverdien midlertidig, og la oss multiplisere opp arealet, og ta summen

Zn-vaAmsz{ v-dr
m m Tm

I grensen av at bitene blir infinitesimale sa vil A,, bli infinitesimale flateelementer
do og summen over alle flatene kan uttrykkes som et integral. Der hvor to delkurver
vm mgtes vil fluksintegralene gi bidrag som er like i tallverdi og motsatt i fortegn
fordi kurveelementene dr peker i motsatt retning. Derved vil summen over alle
kurvintegralene bli lik integralet over den yttre kurven ~

/vaﬂnda:j{'wdr (8.3)
S v

Dette er Stokes sats.

NB! Vi ma passe oss for singulariteter i integrasjonsomradene! Enten ma vi eks-
kludere singulaere punkter fra integrasjonsomradene S og 7, eller sa ma vi utvide
funksjonsbegrepet vart slik at vi blir i stand til & representere singularitetene. I dette
kompendiet skal vi unnga singulaere punkter ved a ekskludere dem fra integrasjons-
omradene.

Vi unngar singuleere punkter i integrasjonsomradet ved a insistere pa at omradet
er enkelt sammenhengende.

Definisjon av enkelt sammenhengende omrade:

Et omrade er enkelt sammenhengende dersom en lukket kurve kan snurpes sam-
men til et punkt uten a forlate omradet. Et singuleert punkt ma utelukkes fra et
slikt omrade. Dette betyr at dersom en lukket kurve har vindingstall forskjellig fra
0 rundt et singuleert punkt sa er omradet ikke enkelt sammenhengende.

Vi kan gjgre omradet rundt et singulsert punkt enkelt sammenhengende ved a
introdusere et “kutt”, det vil si en kurve som gar ut fra det singulesere punktet slik
at ingen integrasjonsveier far lov til a krysse “kuttet”. Figuren viser hvordan vi kan
legge et slikt “kutt” markert med den rgde stiplede linja fra origo oppover til venstre.

100



6
~ AN
Y, p
4
< AN N\
J =
21 N
-~
> 0 “/\X /4
-2 ! \
= J 7
\ AN =
-4
- 7
N -

Eksempel: Sirkulasjonen til rotasjon som stivt legeme

La v = w X r hvor r er posisjonsvektor og w er vinkelhastighet for en rotasjon
som stivt legeme. Vi har tidligere regnet ut at virvlinga er V x v = 2w.

Dersom vi na lar S veere en plan flate med konstant enhetsnormalvektor n,
avgrenset av en lukket kurve v, og vi lar arealet til S veere A, sa har vi sirkulasjonen

f v-dr =2w-nA
-

Sjekk hvordan dette blir dersom S er en sirkelskive for z = 0 med radius R,
og n = k. For at eksemplet skal bli mer spennende kan vi la w peke i vilkarlig
retning forskjellig fra k. Kurven ~ er her en sirkel rundt origo med radius R i
xy-planet, vi kan parametrisere med vinkelen r(f) = Rcosfi + Rsinfj. Vi har
differensialet dr = R(—sinfi 4 cos03)df, og v -dr = (w x 7) - dr = (r x dr) - w,
og T x dr = kR?d0, og folgelig v - dr = w - kR2df. Na kan vi regne ut sirkulasjonen
j;v v-dr = fo% w - kR?df = w - k27 R?. Folgelig ser vi at hgyre og venstre side av
Stokes sats gir samme svar!

Eksempel: Sirkulasjonen til mulig modell for strgmningen naer sluket
i en vask

Hastighetsfeltet ' '

Tyttt g
o2 Y2
kan tjene som en mulig modell for strgmningen nezer sluket i en vask.

Vi har tidligere regnet ut at hastighetsfeltet er virvelfritt V x v = 0 utenom
origo. I origo har vi derimot et singuleert punkt hvor hastigheten er uendelig stor i
alle retninger.

Vi kan lett regne ut hgyre side i Stokes sats (8.3). Sirkulasjonen rundt en sirkel
med sentrum i origo og med radius R er 27 uavhengig av radius R.

Vi kan ogsa lett regne ut venstre side i Stokes sats (8.3) sa lenge vi unngar a
inkludere det singuleere punktet i integrasjonsomradet. Flateintegralet av virvlinga
er i sa fall null.

Disse to er ikke like, 27 er ikke lik 0. Det skyldes at vi har en vesentlig singularitet
i origo, og at flateintegralet av virvlinga blir feil dersom vi tar med origo uten a
handtere denne singulariteten pa riktig mate.
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Det er to mater a lgse utfordringen med en slike singulariteter. Enten ma vi
ekskludere det singuleere punktet fra integrasjonsomradet S samtidig som vi tar
grep for a sgrge for at integrasonsomradet er enkelt sammenhengende, eller sa ma
vi utvide funksjonsbegrepet slik at vi blir i stand til & representere singulariteten pa
et vis.

Vi skal her unnga problemet ved & ekskludere det singulsere punktet ved & in-
trodusere et “kutt” som illustrert ovenfor slik at integrasjonsomradet blir enkelt
sammenhengende.

Eksempel: Dersom det singulaere punktet i origo ekskluderes fra inte-
grasjonsomradet si er Stokes sats (8.3) igjen oppfylt

Kurven ~ utvides med en liten omvei for a unnga singuleere punktet som er
markert med et rgdt kryss i figuren.

0.5

05}

Den bla kurven ytterst vil gi bidrag 27, den grgnne kurven innerst vil gi bidrag
—27, mens de to svarte kurvene kansellerer hverandre ut fordi de representerer sam-
me kurve fram og tilbake. Summen av bidragene til sirkulasjonsintegralet blir null,
og Stokes sats (8.3) er oppfylt.

Eksempel: Bruk Stokes sats (8.3) til & vise at for enhver lukket flate S
er den integrerte fluksen av virvling lik null

/va-ndaz()
s

Dette kan ogsa vises ved hjelp av Gauss sats, det vil si ved overgang til et
volumintegral. Na skal vi vise dette hjelp av Stokes sats, altsa ved overgang til
kuveintegral.

Legg merke til at flaten som inngar i Stokes sats skal veere apen, mens flaten
som inngar i denne oppgaven er lukket. Vi kan “apne” den lukkede flaten ved a dele
den i to deler, S; og S5, som begge er avgrenset av den samme lukkede kurven -,
men med motsatt orientering for de to delene. Bidraget fra de to kurveintegralene
vil derfor kansellere hverandre ut, og vi har far resultatet

/Vx'v-nda: VXxv-ndo+ va-ndaz%v-dr—fv-dr:()
S S1 So ¥ ¥
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8.2.1 Greens sats er et spesialtilfelle av Stokes sats

La S veere et omrade i zy-planet avgrenset av en lukket kurve v, og n = k. Vi kan
da skrive dr = tdx + jdy langs v, og do = dady i S.

Lav = F(z,y)i + G(z,y)j. Vi kan da regne ut at V x v = (% — %—5) k.

Dersom vi setter dette inn i Stokes sats (8.3) sa far vi Greens sats

//8—G—a—Fdxdy:7{Fd$+Gdy
g Or Oy .

8.2.2 Konservativt vektorfelt

Ulike laerebgker har tilsynelatende hver sin mate a definere hva vi mener med et
“konservativt” vektorfelt. Heldigvis kan vi na vise at alle disse alternativene er ekvi-
valente:

(I) M (s.28) [5]: F er et konservativt vektorfelt dersom sirkulasjonen va ~dr
er lik null for en vilkarlig lukket kurve v, sa lenge kurven ligger i et enkelt
sammenhengende omrade.

(IT) GF (s.100) |2]: F er et konservativt vektorfelt dersom kurveintegralet mellom
to punkter er uavhengig av veien mellom punktene, fw F.dr = fw F - dr,
hvor v, og v er to forskjellige og vilkarlige kurver som gar mellom samme
start- og sluttpunkt, sa lenge kombinasjonen av kurvene ligger i et enkelt
sammenhengende omrade.

(IIT) LH (s.202) [3]: F er et konservativt vektorfelt dersom den kan skrives som
gradienten til et skalarfelt, F' = V¢. Vi sier da at ¢ er et skalarpotensial.

(IV) Vektorfeltet er konservativt dersom det er virvelfritt, V x F = 0.

Vis at (IV) impliserer (I): Dersom virvlinga er null, sa sier Stokes stats at
sirkulasjonen er null.

Vis at (I) impliserer (IV): Dersom sirkulasjonen er null rundt en vilkarlig
lukket kurve sa sier Stokes sats at virvlinga ma veere overalt.

Vis at (I) er ekvivalent med (II): Velg to punkter A og B, legg en vilkarlig
lukket kurve v gjennom disse to punktene, splitt den lukkede kurven opp i to deler
1 0g 72 som har felles start- og endepunkter A og B saledes at v er v, etterfulgt av

—. Vi har
%Fdr:/F-dr—/F-dr
Y 71 Y2

Dersom sirkulasjonen rundt en vilkarlig lukket kurve er lik null (venstre side er lik
null), s& méa de to integralene pa hgyre side veere like. Da er altsa kurveintegralet
uavhengig av vei. Motsatt har vi at dersom kurveintegralene pa hgyre side er like,
altsa at kurveintegralet er uavhengig av vei, sa er sirkulasjonen rundt den lukkede
kurven lik null.
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Vis at (III) impliserer (II): La oss si vi skal integrere langs en kurve - som
gar fra punkt A til punkt B, og vi antar at det finnes et skalarpotensial ¢, i s& fall

har vi
AF.dr:Lv¢-dr:Ld¢=¢|§=¢!B—¢|A

Legg merke til at vi har brukt formelen for totalt differensial V¢-dr = d¢. Folgelig ser
vi at resultatet kun avhenger av endepunktene og ikke veien mellom endepunktene.

Vis at (II) impliserer (III): Vi lar oss inspirere av utledningen i M kapittel
3.2.1 [5] hvor de konstruerer et skalarpotensial ved et kurveintegral

o(r) = /0’“ F(r')-dr’ (8.4)

Denne konstruksjonen er veldefinert kun dersom integralet er uavhengig av veien,
og det er nettopp det vi antar i kraft av (II) som sier nettopp at kurveintegralet er
uavhengig av vei. Vi skal vise at gradienten til ¢ er lik F":

La oss skrive F' = F i+ F, 3+ F.k. I det fglgende viser vi at % = F,, tilsvarende
beregninger kan gjgres for de to andre partiellderiverte: La oss splitte opp veien fra
origo til » = 21 + yj + zk i tre rette linjestykker: v, gar fra (0,0,0) til (0,0, z),
vy gar fra (0,0,2) til (0,y,2), og 7, gar fra (0,y, 2) til (z,y,2). Vi kan da skrive
kurveintegralet

o(r) = /07‘ F(r')-dr' = /OZ F,(0,0,t)dt + /Oy F,(0,t,2)dt + /01 F.(t,y,z)dt

Na& er det lett & se at % = F.(x,y,2).
For a regne ut de to andre partiellderiverte kan det lgnne seg a velge andre
integrasjonsveier. Prgv a gjgre dette selv!

NB! Motsatt tradisjon for potensial hos fysikere og matematikere!

Fysikere og matematikere har motsatt tradisjon med hensyn til a definere ska-
larpotensial med minustegn eller plusstegn. Fysikere liker minustegn, matematikere
liker plusstegn. Det er vanlig & introdusere kraftpotensial FF = —V¢ og elektrisk
potensial E = —V¢ med minustegn, og hastighetspotensial v = V¢ med plusstegn.
Her er F kraftfelt og E er elektrisk felt og v er hastighetsfelt og ¢ er i hvert tilfelle
det tilhgrende skalarpotensialet.

(Underforstatt, kraft og elektrisitet horer til fysikere, hastighet hgrer til ma-
tematikere. Klassisk mekanikk og elektromagnetisme undervises gjerne hos Fysisk
institutt, fluidmekanikk og matematikk undervises gjerne hos Matematisk institutt.)

Selv om de ulike definisjonene pa “konservativt” felt er ekvivalente, sa kan det
likevel hende at noen er enklere a bruke enn andre, avhengig av situasjonen. Dette
er noe vi ma gve oss pa, for a gjenkjenne hvilken strategi som er best.

Eksempel: Er tyngdekraften F' = mg konservativ?

Her er m en masse som er utsatt for tyngdens akselerasjon g. Her skal vi ta
den enkleste representasjonen av tyngdekraft, nemlig at tyngdens akselerasjon g er
konstant innenfor et avgrenset omrade.
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La oss sjekke om kurveintegral er uavhengig av vei: Skriv fgrst g = —gk hvor x
og y-aksene er horisontale og z-aksen peker vertikalt oppover. La v veere en kurve
fra et punkt ro = xot + yoJ + 20k til et punkt vy = x12 + y17 + z1k. Vi trenger ikke
parametrisere kurven i det hele tatt, vi trenger kun a bruke dr = idx + jdy + kdz,
som gir f7 F.dr = fzzl —mgdz = mg(z — 21).

Vi ser derfor at kurveintegralet kun avhenger av start- og sluttpunkt, ikke veien,
og folgelig vet vi at tyngdekraften F' = mg er konservativ.

Det er like enkelt & finne et potensial ¢

F =mg=—-V(mgz) = -V¢

Vi ser at det eksisterer et potensial ¢ = mgz, og fglgelig vet vi at tyngdekraften
F = mg er konservativ.

Ettersom problemstillingen om “tyngdekraft” mest sannsynlig kommer fra fysikk
har vi satt minus-tegn foran gradienten i respekt for tradisjonen i fysikk-faget.

Eksempel: Er vektorfeltet v = r konservativt?
Dersom vi setter » = 24 + yj + zk, sd har vi r2 = r - r = 22 + % + 22. Dersom
vi tar gradienten finner vi V(r?) = 221 + 2yj + 22k = 2r. Folgelig er det enkelt &

finne et potensial ¢
1
v="r= V(ETQ) =Vo
Vi ser at det eksisterer et potensial ¢ = %7’2, og folgelig vet vi at feltet er konservativt.
Ettersom denne problemstillingen antakelig kommer fra matematikk har vi satt

pluss-tegn foran gradienten slik som mange pleier a gjore i matematikk.

Eksempel: Er tyngdekraften i Newtons gravitasjonslov konservativ?
Newtons gravitasjonslov sier at en punktmasse M drar pa en annen punktmasse

m med en kraft M
F=-c

r2
hvor m og M er de to massene, r er avstanden mellom dem, %, er enhetsvektor i
retningen fra legemet M til legemet m, GG er den universelle gravitasjonskonstanten.

Vi legger massen M i origo og lar massen m veere i posisjon r = xt + yj + zk.
Vi har % = 2% + y* + 2° som for, og vi har 4, = . Legg merke til at

1

1 1
\% <—> =V + 2 +2%) 2 = —§(x2 +y® 4 2277 (2wi + 2yj + 22k) = —— i,
r

r

og folgelig

r

P (_GmM) _ e

Ettersom tyngdekraften kan uttrykkes som gradienten til et skalarpotensial ¢ vet vi
at den er konservativ.

Problemstillingen kommer definitivt fra fysikk, derfor har vi satt minus-tegn
foran gradienten i respekt for tradisjonen i fysikk-faget.
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Eksempel: Er V6, gradienten til vinkelen mellom posisjonsvektor og
r-aksen, konservativ?
Husk at dersom posisjonsvektor er gitt ved r» = x2 + yj sa er

WZM
x2 4 y?

Vi har tidligere sett at sirkulasjonen av dette vektorfeltet rundt en vilkarlig lukket

kurve v er
%V@-dr:fdez%m.
g g

hvor n er vindingstallet til kurven v rundt origo.

Umiddelbart kan det se ut som om sirkulasjonen ikke ngdvendigvis er null, og
at feltet derfor ikke er konservativt? Vi legger imidlertid merke til at origo er et
singuleert punkt for V6. Origo ma derfor ekskluderes fra omradet som er omsluttet
av den lukkede kurven ~ for at kurven skal ligge i et enkelt sammenhengende omrade.

En lgsning pa dette problemet kan veere, som vi har antydet tidligere, a lage et
“kutt” i planet, fra origo og utover, slik at integrasjonskurven ~ ikke far lov til &
krysse “kuttet”. Dermed blir omradet enkelt sammenhengende.

N

VR
2 N0
S g
\

N - /

N ~ -

I figuren er feltet illustrert som et vektor pileplot. Det singulsere punktet i origo
er markert med et rgdt kryss. Et mulig “kutt” er markert med den rgde stiplede linja
fra origo oppover til venstre.

Feltet er folgelig konservativt pa betingelse av at vi holder oss innenfor et enkelt
sammenhengende omrade, som fglgelig ikke inkluderer eller omslutter det singuleere
punktet i origo.

Kan vi utvide begrepet “konservativ” til vektorer som ikke er felt?

Husk at dersom noe er et “felt” sa har det en éntydig verdi pa hvert sted. Vi
har sett viktige eksempler pa vektorer som ikke er felt, for eksempel friksjonskraft,
Coriolis-kraft (geofysikk) og Lorentz-kraft (elektromagnetisme). Disse er ikke felt
fordi de avhenger av hvordan en bevegelse skjer, og ikke bare stedet hvor det skjer.
Det kan veere en fordel a utvide begrepet “konservativ”’ ogsa til slike vektorer. Det
forste vi da legger merke til er at utsagn (III) og (IV) ovenfor ikke kan brukes, fordi
de forutsetter éntydig verdi pa hvert sted. Derimot kan vi stadig benytte utsagn (I)
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og (IT) i den grad vi tolker bevegelsen langs kurven som den faktiske bevegelsen som
skjer, og i sa fall kan det veere mest naturlig & velge tiden som parameter.

Eksempel: Er friksjonskraft konservativ?

La oss anta at friksjonskraften er proporsjonal med og motsatt rettet hastigheten
F = —pw. Sterrelsen p kaller vi for friksjonskoeffisient. La 7(t) veere posisjonsvektor
parametrisert med hensyn pa tid 0 < ¢ < T. Vi har da v = dr/dt, og dr = vdt.
Sirkulasjonsintegralet, som her tolkes som arbeidet utfgrt av friksjonskraften, blir

T T
W:]{F-dr:/ —/w-vdt:—/ pvdt <0
vy 0 0

Sa lenge det er bevegelse sa har integranden alltid samme fortegn, derfor kan dette
integralet ikke veere lik null. Enhver bevegelse medfgrer at det utfgres arbeid, selv
om man kommer tilbake til utgangspunktet. Friksjonskraft er altsa ikke konservativ.

Oversatt til dagligsprak kan vi si at dersom vi kjgrer en runde med bilen, sa
bruker vi en viss mengde bensin eller strgm, selv om vi kommer tilbake til der hvor
vi startet!

Oppsummert: Ma kurveintegral ha samme verdi for ulik parametrise-
ring av samme vei eller for ulike veier mellom samme endepunkter?

For a oppsummere hva vi har utforsket sa langt med hensyn til kurveintegraler
kan vi lage en tabell for a angi om integralet

/F~dr
Y

ngdvendigvis har samme verdi uavhengig av parametriseringen av samme vei 7y eller
uavhengig av veien v mellom de samme endepunktene:

F er ulik parametrisering ulike veier
langs samme vei mellom samme endepunkter
et konservativt felt ja* jat
et ikke-konservativt felt ja* nei
ikke et felt nei nei

* dekkes av LH sats 3.4.5
T dekkes av (I)-(IV) ovenfor, vi forutsetter at kurven v ligger i et enkelt sam-
menhengende omrade

8.3 Oppgaver

8.1 La oss anta at en planet har masse som er kulesymmetrisk fordelt, med masse-
tetthet p(r), hvor r er avstanden fra planetens sentrum. La oss i tillegg anta at
p(r) = 0 for r < a og for r > b, for a < b. Planeten har altsa kun masse i et
kuleskall 0 < a < r < b. La oss na anta at en observatgr befinner seg innenfor
kuleskallet, i avstand R < a fra sentrum. Hva er tyngdens akselerasjon g som
observatgren kan male?
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8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

Regn ut fluksen av v = z(x — 1)i + y(y — 2)7 + z(z — 3)k ut av en rettvinklet
boks med sider t =0ogz=10gy=00gy=2o0gz2=0o0gz=3. Sjekk at
svaret blir det samme ved direkte utregning som fluksintegral og ved indirekte
utregning som volumintegral.

Gitt et stromningsfelt med hastighetsvektor u = yt + x5 + zk, og den lukkede
flaten A til et rettvinklet boks med sider z =0 ogx =1o0gy =0 o0gy = 2 og
z =0 og z = 3. Hva er den integrerte volumstrgmmen (fluksen) av w gjennom
flaten A? Sjekk at svaret blir det samme ved direkte utregning som fluksintegral
og ved indirekte utregning som volumintegral.

Gitt et stromningsfelt med hastighetsvektor u = y2 + x5 + zk, og den lukkede
flaten A til et rettvinklet boks med sider z = 0ogz = —-1logy =00gy = —1 og
z =0 og z = —1. Hva er den integrerte volumstrgmmen (fluksen) av u gjennom
flaten A? Sjekk at svaret blir det samme ved direkte utregning som fluksintegral
og ved indirekte utregning som volumintegral.

Et vektorfelt er gitt ved w = 2?yj. Hva blir sirkulasjonen fCu - dr rundt en
trekant C' med hjgrner i (0, 0), (1, 1) og (0, 1) i zy-planet? Sirkulasjonen gar
mot klokka, dvs. fra (0, 0) til (1, 1), sa til (0, 1) og til slutt tilbake til (0, 0).
Sjekk at svaret blir det samme ved direkte utregning som sirkulasjonsintegral
og ved indirekte utregning som flateintegral.

Et vektorfelt er gitt ved w = xyj. Hva blir sirkulasjonen j;cu - dr rundt en
trekant C' med hjgrner i (0, 0), (1, 1) og (0, 1) i xy-planet? Sirkulasjonen gar
mot klokka, dvs. fra (0, 0) til (1, 1), s& til (0, 1) og til slutt tilbake til (0, 0).
Sjekk at svaret blir det samme ved direkte utregning som sirkulasjonsintegral
og ved indirekte utregning som flateintegral.
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Kapittel 9

Mer generelle koordinater

Vi skal na forklare hvordan vi kan benytte andre koordinatsystemer enn det vanlige
kartesiske for vektor-differensial-operasjoner. I MAT1110 diskuteres dette i forbin-
delse med koordinattransformer for a lette den tekniske beregningen av flate- og
volumintegraler. Vi har behov for & gjgre det mer generelt for a uttrykke gradient,
divergens, virvling, osv. i andre koordinatsystemer.

9.1 Rettlinjede og krumlinjede koordinater

Kartesiske koordinater

Forst ma vi bli fortrolig med de tre viktigste egenskapene til enhetsvektorene
{1,7,k} med retning langs kurvene til de kartesiske koordinatene {z,y, z}. Dette
viser vi ved multiplikasjonstabeller for prikk og kryss og en tabell for de deriverte:

117 |k
1 |1]0]0
De er ortogonale: FToT1T0
E10|0]|1
k
x| 1 | J3 |k f
De utgjor et hgyrehandsystem: ¢ 0 |k |—-J i >
Jg|—-k| O 7 \» .
k| g - 0 J
17|k
9
= 10010
Og de er rettlinjet: dy
5, /000
270]0]o0

Det at koordinatene er rettlinjet betyr altsa at retningsvektorene langs koordi-
natkurvene ikke avhenger av posisjon, da blir koordinatkurvene rette linjer.

Vi skal beskrive en framgangsmate for a finne vektorer langs koordinatkurvene:
Forst skriver vi uttrykket for posisjonsvektor

r=xt+yj+zk
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Sa betrakter vi en liten forflytning vekk fra denne posisjonen. Dette beskriver vi ved
det totale differensialet

dr = a—dac—i—a—rd —I—@dz:idx—f-jdyﬁLkdz
ox oy 0z

Regelen for a finne en vektor langs en koordinatkurve blir da:

Vi star pa et sted r og holder alle koordinatene konstant bortsett fra én
som gkes litt. I hvilken retning beveger vi 0ss?

Svaret pa dette spgrsmalet kan leses ut fra det totale differensialet og gir oss en
retningsvektor langs den utvalgte koordinatkurven.
Vi ser at retningsvektorene langs de tre kartesiske koordinatkurvene er

or e
ox’ J_Gy’ 0z’

P
Vi legger merke til at disse har alle enhetslengde

il =1, lgl=1  [kl=1

Nye koordinater uttrykt ved de kartesiske koordinatene.

Vi introduserer na nye koordinater {«, 5,7} med tilhgrende enhetsvektorer {,, i, %, }
langs koordinatkurvene.

Vi starter med a uttrykke de gamle koordinatene ved hjelp av de nye:

l':l'(Oé,B,'7> y:y<04,ﬁ,’}/) Z:Z(Oé,ﬁ,’}/)

Posisjonsvektor kan na skrives ved hjelp av de nye koordinatene og de gamle
enhetsvektorene langs de kartesiske koordinatkurvene

= z(a, 8,7)i +y(a, B,7)7 + 2(e, B,7)k

Neste skritt er a bruke framgangsmaten skissert ovenfor for a finne de nye koor-
dinatvektorene. Det totale differensialet av posisjonsvektor med hensyn pa de nye

koordinatene er
or or or

dr = —d —d —d
“* 55 B+ o-dy.
Herfra ser vi at folgende vektorer er orientert langs de nye koordinatkurvene
or Or or

a—a, % og 8—7

Vi kan na undersgke om de nye koordinatene er ortogonale, i sa fall ma vi ha

or Or or Or or Or
—_ = s . = 0 . =
E da Oy & 28 o
Vi kan Videre unders;z)ke om de nye koordinatene utgjor et hgyrehandsystem, i
sa fall ma g—’" X 2% peke 1 samme retning som % OSV.

110



Vi ma imidlertid passe pa, for det er ikke sikkert at de tre partiellderiverte g—;,

g—g og g—’; har enhetslengde. Vi introduserer derfor sakalte skaleringsfaktorer

ﬁ
o

or
o

or

ha: ) 7:‘8_’7

) B =

Enhetsvektorene blir dermed

) 1 or ) 1 or ) 1 0r
e Al v A

Vi skal begrense oss til ortogonale hgyrehandsystemer

Det vil veere ngdvendig a sjekke at koordinatene oppfyller betingelsene for skalar-
og kryssprodukt. I utgangspunktet kunne man kanskje tro at det var ngdvendig a
sjekke alle de 18 elementene i multiplikasjonstabellene for skalar- og kryssprodukt,

men heldigvis er det tilstrekkelig a sjekke kun fire betingelser. For a sjekke ortogo-
nalitet er det tilstrekkelig a sjekke

b g =0,  dn-iy=0, ig-i,=0

Dersom ortogonalitet allerede er oppfylt sa er det tilstrekkelig a sjekke ett krysspro-
dukt for a sikre at det er et hgyrehandsystem

’l:aX’L./BZi,Y

Eksempel: Vis at dersom de fire betingelsene ovenfor er oppfylt, sa er
betingelsene i3 x i, = 1, 0og i, X 1, = 13 allerede oppfylt
Vi kan substituere bort ., og bruke formelen @ x (b x ¢) =ba -c—ca - b.

’l:ﬁXiVZiBX(’l:aXiﬁ):iaiﬁ-ig—iﬁiﬁ'ia:ia
iy X Gg = (g X ) X g = G580 - Ga — ais  ta = is

Eksempel: Plane polarkoordinater {r,0} i zy-planet
Sett x = rcosf og y = rsinf. Posisjonsvektor er r(r,0) = xi + yj = rcos0i +
rsinfj. Det fullstendige differensialet er

dr = g—:dr + %dﬁ = (cos 0 +sin07)dr + (—rsinfi + rcos 65)dd
Vi ser at p 5
r r
p— —_— p— 1 pr— —_— pr—
e =15, o8 ho=5g1 =T
og
2, = cos 0% + sin 03 og 19 = —rsinfi + rcosfj

Er dette systemet ortogonalt? Vi sjekker 2, - 29 = 0, sa ja, det er ortogonalt.
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Det gir ikke mening a sjekke om dette er et hgyrehandsystem fordi vi har be-
grenset oss til kun et 2D plan.

Til slutt kan vi sjekke om dette er et rettlinjet system: Regn ut
04, 0t . Oty Oty

=0 = = —1,

o e or T o

sa nei, systemet er ikke rettlinjet, men krumlinjet.

Eksempel: Koordinater som ikke er ortogonale

r=a+B  y=8 z=7
Dette gir posisjonsvektor r = (a + 5)t + 83 + vk og

9
L N I

v

or . . .1+
a/B 2 -7 ﬁ 'LIB \/§
or .
a_"y:k h,yzl ’L,y:k

Vi har 2, - ig = \/Li som betyr at koordinatene ikke er ortogonale.

Eksempel: Ortogonale koordinater som ikke er et hgyrehandsystem

x=p Y=« z="
Dette gir posisjonsvektor r = f1 + aj + vk og

or

— =7 he =1 o =]

90 J

0 . . .

é =1 hg =1 ig =1

or .

8_7 =k hy =1 i, =k

Vi har 2, - 23 = %4 - 1, = 13- 2, = 0 som betyr at koordinatene er ortogonale.
Derimot har vi 2, X 23 = —1%., som betyr at dette ikke er et hgyrehandsystem.

Dette er et venstrehandsystem.

Eksempel: Et ortogonalt hgyrehandsystem som er rettlinjet

r=a+f y=-a+pf 2=y
Dette gir posisjonsvektor r = (a + 5)i + (—a + 8)j + vk og

or .. B . 1—]
a—a—(’l,—]) ha—\/§ o =
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or . . . i+

V2
— =k hy =1 i, =k
Vi har 2, - 23 = 124 - 1, = 13- 2, = 0 som betyr at koordinatene er ortogonale.
Dessuten har vi ¢, x 23 = 2, som betyr at dette er et hgyrehandsystem. I tillegg har

vi at alle de nye koordinatvektorene er konstant, uavhengige av koordinatene, som
betyr at systemet er rettlinjet.

Infinitesimalt kurveelement
Vi kan né skrive det infinitesimale kurveelementet

dr = haiada + higdB + hyiydy

hvor vi kan betrakte hvert ledd som bidraget fra sin respektive koordinat

or . or . or .
dr, = %d& = hotoda  drg = %dﬂ = hgigds  dr, = 8_7de = hyt,dy
Flateelement

Vi har tidligere diskutert at dersom en flate er parameterisert med to skalarer v
og w, slik at hvert punkt pa flaten er gitt ved 3D posisjonsvektor (v, w), si kan vi
betrakte infinitesimale flateelement spent ut av de infinitesimale tangentvektorene

or
dr, = —d
Ty 5 v
or
dr, = —d
r 5 w

I sa fall kan vi beregne flatenormalvektor og det infinitesimale flateelementet ved a
ta kryssproduktet

or Or
ndo = £dr, x dr, = +— x — dvdw
Jdv  Ow
Det mest naturlige vil na veere a se pa flateelementer som er parallellogrammer
som spennes ut av to av de tre kurveelementene dr,, drg og dr,. Vi skal la de to ut-
spennende vektorene vaere leddene i uttrykket for det infinitesimale kurveelementet,

for eksempel de tre opplagte flatene

dr, x drg = hatoda x hgigdf = hohst,dadf
ndo = ¢ drg x dr, = hgigdf x h,i,dy = hgh,i,dBdy
dr, x drq = hyi,dy X hatoda = hyhaigdyda

Det er verdt & merke seg hvordan dette blir gjort i MAT1110 (eksempel 6.12.4
pa side 684-686 [3]) uten & kreve at koordinatene er verken ortogonale eller hgyre-
handsystem: De ender opp med & beregne Jacobi-determinanter.

113



Volumelement

Vi spenner ut et volumelement med form av et parallellepiped ved hjelp av tre
vektorer. Dersom vi lar de tre utspennende vektorene veere dr,, drg og dr, sa far
vi

A7 = haiada X hgigdB - hyiydy = hohgh,dadBdy

Det er verdt & merke seg hvordan dette blir gjort i MAT1110 (Teorem 6.10.1
pa side 663 [3]) uten & kreve at koordinatene er verken ortogonale eller hgyrehand-
system: De ender opp med a beregne en Jacobi-determinant. Vart produkt av tre
skaleringsfaktorer er lik denne Jacobi-determinanten.

9.2 Gradient, virvling og divergens i generelle orto-
gonale koordinater

9.2.1 Gradient

La f veere et skalarfelt. Vi kan finne gradienten til f fra det totale differensialet

df = gdx—l—gdy—l— a—fdz
Y

som vi skal kreve er lik den retningsderiverte med gradienten
df =V f-dr

Ettersom vi har begrenset oss til ortogonale koordinater sa er det enkelt & se at
gradienten til en skalar er

_ % Of [ ig0f i, 0f
VI= 500 Th08 T h oy

Tilsvarende kan vi skrive uttrykket for del-operatoren
boe O g O ., O
V = ’L__ + ’L_g_ + 7'_7_
he O~ hg OB  hy Oy

I dette uttrykket tenker vi oss at derivasjonsoperasjonene skal virke mot hgyre for &
anvendes pa det som matte komme til hgyre for del-operatoren.

9.2.2 Virvling

Husk hvordan vi definerte virvlinga som en grenseverdi av sirkulasjon delt pa et areal
(M kap. 3.4). Denne definisjonen hjelper oss & forsta hvordan virvling kan uttrykkes
i generelle krumlinjede koordinater na:

1
n - curlv = lim—jl{'u-dr (9.1)
A—0 A

hvor A en lukket kurve som omslutter og avgrenser en flate S med areal A, og
hvor grenseoppgangen er slik at flaten skrumper inn til et punkt (rg). Flaten S har
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enhets normalvektor n. Kurven A og flatenormalvektoren n er orientert i henhold
til hgyrehandsregelen. Integralet gir sirkulasjonen rundt den lukkede kurven A.

Vi tenker oss at den lukkede kurven A og flaten S kan ha kompliserte former i de
“opprinnelige” kartesiske koordinatene, men representert med parameterene {«, 3,7}
er det et rektangel med sentrum i {ay, By, 0} orientert parallelt med [vy-planet og
med sidekanter AS og A~v. De nye koordinatene gir en enkel parameterisering av
kurven og flaten.

Arealet i det kartesiske koordinatsystemet er gitt ved integralet

A—/da—//hﬂhﬁ,dﬁdyzhﬁthﬁAv
S

Normalvektoren er n = 1, i positiv a-retning og kurven A er orienterert i henhold
til hgyrehandsregelen.

La oss nummerere sidene i integrasjonsretning med 1 nederst, og splitte opp
sirkulasjonsintegralet i bidrag fra hver side

4
v-dr = /v-dr
f; ZZ:; i

1. Siden er oo = ay, |8 — fo| < 28 og v = 40 — 7 Det infinitesimale kurveele-
mentet er dr = hgigdf. Langs siden har vi v - dr = hgvg df. Kurveintegralet
langs siden er tilneermet [hgvg, 5 - aq) AB.

2. Siden er a = ag, f = [y + A2 og |v — 7ol < 22 Det infinitesimale kurveele-
mentet er dr = h,i, dy. Langs siden har vi v - d’r = h,vy dy. Kurveintegralet
langs siden er tilnaermet [h,v,], 54 a8 0 Ary.

3. Sidener a = a, B = ,Bo—i- 28 og |y —70| < 2. Det infinitesimale kurveelemen-
tet er dr = —hgigdp. Langs siden har vi ’U dr = —hgvg df. Kurveintegralet
langs siden er tilnaermet [—hgvg], 5 ro+A2) AB.

4. Siden er a = g, 8 = fo— 22 og Y — 7ol < 2% Det infinitesimale kurveelemen-
tet er dr = —h,1,dy. Langs siden har vi 'v dr = —h,v, dy. Kurveintegralet
langs siden er tilnaermet [—hvvy]( as . Ay.

ao0,B0—5770)

Dersom vi summerer motstaende sider far vi

Side 1 og 3:
0
[hﬁvﬁ](aoﬁo Yo— AB [hﬁvﬁ](ao Bo,vo+5T) Af ~ — 8_7 (hﬁvﬁ) ABAy
(@0,B0,70)
Side 2 og 4:
[hvvv](ao Bo+2E 0) A7 - [hvvv] 0,80— 42 70) A'V ~ % (hyvs) ABA~y
(@0,80,70)
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Legg merke til at ABA~ er felles faktor for sirkulasjonsintegralet i teller og for
arealet i nevner i den opprinnelige formelen for virvling. Videre blir alle tilnserminger
vilkarlig ngyaktige i grensen at de to delta-stgrrelsene blir vilkarlig sma.

Forelgpig har vi kun bestemt én komponent av virvlinga. For & bestemme de to
resterende komponentene av virvlinga ma vi gjgre det samme regnestykket to ganger
til, med normalvektor n orientert i to ortogonale retninger.

Til slutt viser det seg at vi kan presentere sluttresultatet pa en meget kompakt
mate ved hjelp av determinanten

1 hota hsts hyi,
Vxve 1 | 2 o 2
have hgvg  hyv,

9.2.3 Divergens

Husk hvordan vi definerte divergensen som en grenseverdi av et fluksintegral delt
pé et volum (M kap. 3.3). Denne definisjonen hjelper oss & forsta hvordan divergens
kan uttrykkes i generelle krumlinjede koordinater na:

dive = lim i/v-nda (9.2)
v-oV Jg

hvor S er en lukket flate som omslutter et volum V', og hvor grenseoppgangen er slik

at volumet skrumper inn til et punkt ().

Vi tenker oss at volumet kan ha en komplisert form i de “opprinnelige” kartesiske
koordinatene, men representert med parameterene {c, 3,7} er det en boks med
sentrum i {ayg, B, Yo} 0og med sidekanter {Aa, AS, Ay}. De nye koordinatene gir en
enkel parameterisering av volumet.

Volumet i det kartesiske koordinatsystemet er gitt ved integralet

V= /dT = /// hohghydadfdy ~ hohgh s AaABAY

La oss nummerere sidene som en vestlig terning (hgyrehands terning med sum 7
pa motstaende sider), og splitte opp fluksintegralet i bidrag fra hver side

6
v-ndo = /’u-ndo
/S Zzl S;

1. Flaten er a = ag + %, enhetsnormalvektor n = %,, pa flaten har vi v - n =
va(ap + %,6,7) og do = hgh,dfdy, den integrerte fluksen ut av flaten er

tilneermet [hgh,val, y ABAY.

OLOJF%nBO?’yO
/S v-ndo =~ [hﬂh’yva](ao-&-%,ﬂoﬁo) AﬂA’Y
1

2. Flaten er 8 = [y + %, enhetsnormalvektor n = 13, pa flaten har vi v - n =
vg(a, Bo + %,%) og do = hyh,dady, den integrerte fluksen ut av flaten er

tilneermet [hah’vvﬂ](ao,ﬂﬁ%,yo) AaAy.
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. Flaten er o« = a9 —

. Flaten er v = 9 + %, enhetsnormalvektor n = i, pa flaten har vi v-n =

vy (o, Bo, Y0 + %) og do = h,hgdadf, den integrerte fluksen ut av flaten er

tilneermet [hahﬁvv](%ﬁoﬁﬁ%) AaAB.

. Flaten er v = vy — 5!, enhetsnormalvektor n = —i,, pa flaten har viv - n =

—uy (v, Bo, Yo — AT) ogdo =nh hgdadﬁ den integrerte fluksen ut av flaten er
tilneermet [—hahgv,]( 2y AaAB.

0,B0,70—

. Flaten er g = 3y — %, enhetsnormalvektor n = —ig, pa flaten har viv - n =

—vg(ag, Bo — %, Y0) og do = hyh,dady, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilneermet [_hahvvﬁ](ao Bo— 22 o) AaA~y.

) 2
A2 enhetsnormalvektor n = —i,, pa flaten har vi v -n =
—vo (g — %, Bo,Y0) og do = hgh.,dfdy, den integrerte fluksen ut av flaten er
tilneermet [_hﬁh'Yva](aof%,ﬁo,'yo) ABA~.

S4 summerer vi motstaende flater

Side 1 og 6:

Side 2 og 5:

Side 3 og 4:

/ / v-ndo ~ [hsh, va]‘”* " ApAy~ 2 (hghyva) AaASAY
S1 Se @0~ @Oz

9 (he hov) AaABAy

,30** Y0)

/ / v - nda~hh7 B](O‘OBO'FQ ’YO)AO{A’}/
s, Jss ap

/ / v-ndo ~ [hahgo,] ! (0o, ”O*gﬂAaAﬁ ~ g(hahgvv)AaAﬁAv
S Sy ) Iy

Legg merke til at AaASA~ er felles faktor for fluksintegralet i teller og for volu-
met i nevner i den opprinnelige formelen for divergens. Videre blir alle tilnserminger
vilkarlig ngyaktige i grensen at de tre delta-stgrrelsene blir vilkarlig sma.

Til slutt har vi

I 0 0
divv=V-v= W {@a (hﬁhfy’l]a) 85 (hahyvﬁ) + % (hahgvfy)}

9.2.4 Laplace operatoren anvendt pa en skalar

Laplace-operatoren V? anvendt pa en skalar f kan uttrykkes som divergensen til
gradienten til f

oo L [0 (hsh,of hahy 0f tal 2
Vif=V vf—hahﬁhw{aa( D, 8a>+55( hs 85>+87( hy 87)}
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9.3 Kulekoordinater

Vi skal innfgre tre koordinater, i ordnet rekkefglge: Den forste kalles radiell koordinat
(ut fra et punkt), den andre kalles polar vinkel, og den tredje kalles asimut (vinkelen
langs horisonten).

NB! Det er flere mater & navngi kulekoordinatene. Gjevik & Fagerland [2] benyt-
ter {r,0, ¢}, Matthews [5| og Schey [7] benytter {r, 0, ¢}, Lindstrgm & Hveberg [3]
benytter {p, ¢, 0} og definerer r = psin ¢, Marsden & Tromba [!] benytter {r, ¢, 0}.
Nettsiden en.wikipedia.org/wiki/Spherical coordinate system benytter ISO stan-
dard {r, 6, ¢} som er vanlig blant fysikere, og de papeker at blant matematikere er
det vanlig & bruke {r, p,0}.

I tillegg bor vi merke oss at den geografiske angivelsen “nordlig og sgrlig bredde-
grad” antar at den polare vinkelen har verdi null ved planetens ekvator, i motsetning
til & la den polare vinkelen ha verdi null pa nordpolen.

I dette kompendiet skal vi benytte {r,0, v} selv om det kolliderer med
notasjonen i matematikk-emnene. Uansett burde det vaere apenbart at
det er viktig a tegne en skisse for & klargjgre hva koordinatene heter.

NB! MEK1100 og MAT1110 benytter kolliderende notasjon!

Vi beskriver fgrst relasjonen mellom de kartesiske koordinatene og kulekoordina-
tene

x = rsinfcosyp
= rsinfsinp

z = rcosf
Dermed kan vi skrive posisjonsvektor
r =rsinfcospt+ rsinfsingj + rcosfk

og vi far skaleringsfaktorer

0 0
—r:sin@cosgoi—f—sin@singoj—l—cos@k h, = 9Tl
or or
0 0
8—2:—rcosﬁcosgpi+rcosesingpj—rsin@k hy = a—g =r
or S : . :
— = —rsinfsinpt +rsinfcosypj hy, = |z=| =rsin0
dp dp

og enhetsvektorer langs koordinatenes retninger
i, =sinfcospt+sinfsinpj + cosb k

19 = —cosfcospt+ cosfsinp g —sinfk

1, = —sinpi+cospj
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Vi kan na sjekke at kulekoordinatene er ortogonale
Lol =1 T, =191, =0

Dernest kan vi sjekke at kulekoordinatene utgjer et hgyrehandssystem (husk at
siden vi allerede vet at de er ortogonale sa er det tilstrekkelig a sjekke ett krysspro-

dukt)

ir X 19 = (sinfcospi+sinfsinpj + cosO k) X (—cosfcospi+ cosfsingpj —sinfk) = —sinpi+cospj =i,

Kulekoordiatene er krumlinjet, sa det er av interesse a vite hva de deriverte av
enhetsvektorene langs koordinataksene er

iy 9 7

¢
21 o 0 0
2 —i, 0
% sinfi, cosfi, (—sinfi, —cosbig)

Vi kan na uttrykke posisjonsvektor utelukkende ved hjelp av kulekoordinater og
enhtsvektorer langs koordinataksene

T =711,
og differensialet blir
dr =14,dr +rigdf + rsinf i, dy

Ved hjelp av formlene vi har utledet nylig far vi:
Gradienten til en skalar f

_Of ip0f i, Of

vf:zTE—I_?% * TSinQ%

Divergensen av en vektor v

10

_ 190 1 0 1 Ov,
r2 Or

r’v,) — (sinfwvp) +

Vo rsin @ 00

rsin 6 %
Laplace-operatoren anvendt pa en skalar f

10 ([ ,0f 1o (. of 1o
20, _ — 7 27J I —J - =S
ViI=6 (r m) T e 00 (Smgae) T sinZ 0p?

Virvlinga til en vektor v

. 1, 711 7rsinfi,
_ - |9 9 9
r2sin @ ar a0 .890
v, TV9 Tsinfu,

VXxv=
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9.4 Sylinderkoordinater

Vi skal innfgre tre koordinater, i ordnet rekkefglge: Den forste kalles radiell koordinat
(ut fra en akse), den andre kalles asimut (vinkelen langs horisonten), og den tredje
kalles hgyde.

NB! Det er flere mater & navngi sylinderkoordinatene. Matthews [5] benytter
{R, ¢, z}, Gjevik & Fagerland [2] og Lindstrom & Hveberg [3]| benytter {r,0,z}.
Nettsiden en.wikipedia.org/wiki/Cylindrical coordinate system bruker ISO stan-
dard {p, p, z}.

Det er problematisk for oss a bruke p for radiell koordinat siden vi kommer til &
bruke p for massetetthet ellers i MEK1100. Det er ogsa problematisk a bruke r for
radiell koordinat fordi vi straks skal introdusere posisjonsvektor r som i sa fall vil
ha lengde forskjellig fra r.

Her skal vi benytte {R,0, 2z} selv om det vanlig og fristende & benytte
{r,0, z}. Uansett burde det vaere apenbart at det er viktig & tegne en skisse
for & klargjgre hva koordinatene heter.

Vi beskriver fgrst relasjonen mellom de kartesiske koordinatene og sylinderkoor-
dinatene (de gamle koordinatene som funksjon av de nye)

r = Rcosf
= Rsinf
z = z

Posisjonsvektor blir
r = Rcosfi+ Rsinfj + zk

og vi far skaleringsfaktorer og enhetsvektorer langs koordinataksene

1
a—;:COSQi—i-Sinej hr = g—; = iRzﬁg—;:cosﬁijLsmGj
1
%z—Rsin@i—i—Rcos@j hy = g—'g —R ig:h—e%z—SmH’i—Fcosé’j
or or ) 1 0r
PR V) Ik W M

Vi kan na sjekke at sylinderkoordinatene er ortogonale
iR t9g=1r b, =1t 1, =0

Dernest kan vi sjekke at sylinderkoordinatene utgjor et hgyrehandssystem (husk
at siden vi allerede vet at de er ortogonale sa er det tilstrekkelig a sjekke ett kryss-
produkt)

ir X 19 = (cosfi+sinfj) x (—sinfi+cosbj)=k=1,
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Sylinderkoordiatene er krumlinjet, sa det er av interesse a vite hva de deriverte
av enhetsvektorene er

irn iy 4.
o110 0 0

R

9 . .

50 9 —1UR 0
0

210 0 0

Vi kan na uttrykke posisjonsvektor utelukkende ved hjelp av sylinderkoordinater
og tilhgrende enhetsvektorer
r = Rip + 21,
og differensialet blir
dr =igrdR+ Rigdf + 1. dz

Ved hjelp av formlene vi har utledet nylig far vi:
Gradienten til en skalar f

o of ip0f . of
VIi=irgp+ hag toa.

Divergensen av en vektor v

1 0 1 0vy  Ov,

Vor=gor " Ran o

Laplace-operatoren anvendt pa en skalar f

10 (Rg) 1 0%f  O2f

~wor \"or) T o T o2

2
vy R?200? 022

Virvlinga til en vektor v
i Rig 1,

1], o o | _tr [0Ov: Ovg . [(Ovg Ov, i, [ O
VXV=l R o v | TR (ae ke )76\ 5, ~ar )t R \ar' B
vrp Rvg v,

Eksempel: Direkte utregning av divergens og virvling uten bruk av de
“ferdige” formlene gitt ovenfor
Dersom vi skriver del-operatoren
0 19 0 0
V=tp—=+—-—+1=—
"OR T RO0 " 702
og en generell vektor
UV = URlR + Vgly + V.1,

sa far vi ngyaktig samme uttrykk for divergens og virvling ved a regne ut direkte
V-v og V x v, knepet er a la derivasjonsoperasjonene bli utfgrt fgr vi gjgr prikk- eller
kryss-operasjonene, og husker pa at enhetsvektorene ogsa ma deriveres i henhold til
derivasjonstabellen for enhetsvektorene vist ovenfor.
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Eksempel: Analyse av hastighetsfeltet til en karusell

La posisjonsvektor veere r = Rigp + 2¢, og la vinkelhastigheten veere w = wz,.
Hastighetsfeltet er v = w x r = WRy.

Hastighetsfeltet er divergensfritt

=——(wR)=0
Vv R@H(w )
Virvlinga er
i, O P
VXU—E@(wR)—Qw'LZ—Zw

Vi kan ogsa finne strgmlinjene. Dette kan vi enten gjore ved & lgse likninga
v xdr = 0 direkte, eller vi kan fgrst finne en stremfunksjon. Ettersom vi her har med
et 2D og divergensfritt felt vet vi at det finnes en strgmfunksjon, sa la oss finne den:
Hastighetsfeltet er 2D i { R, §}-koordinatene. Vi konstruerer derfor et vektorpotensial
A = —1(R,0)i, og representerer hastighetsfeltet med v =V x A =1, x Vy(R,0),

eller
1oy oY
VR = “Ro0 og Vo = R
Vi finner strgmfunksjonen ) = %wRQ + en konstant.

Vi har altsa strgmlinjene gitt ved v x dr = (¢, x Vo) x dr = Viodz — 1,V -
dr = 0, og ettersom Vv ikke har komponent i z-retning, og Vi) - dr = di), sa er
stromlinjene gitt ved z lik en konstant og 1 lik en konstant, dvs sirkler med radius
R rundt z-aksen med fastholdt z-verdi.

9.5 Oppgaver
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Kapittel 10

Varianter av integralsatsene

10.1 Varianter av Gauss sats

Disse variantene av Gauss sats [, V-vdr = [,v-ndo star i M seksjon 5.1.3 [5].

Variant av Gauss sats som egner seg for beregning av trykkraft
La oss sette v = ap hvor p er en skalar funksjon og hvor a er en vilkarlig konstant

vektor. Divergensen er
V-v=V-:(ap)=a-Vp

Ettersom a er konstant kan den settes utenfor integralene

a-/VpdT:a-/pnda
v S

Ettersom a er vilkarlig kan vi ta den bort, og vi ender opp med folgende alter-
native form for Gauss sats som egner seg spesielt godt for a regne ut trykkraft

/VpdT:/pnda
v s

En annen modifisert versjon av Gauss sats
La oss sette v = a x u hvor a er en vilkarlig konstant vektor og hvor u er et
vektorfelt. Divergensen er (husk at kun w skal deriveres)

V-v=V-(axu)=V: - (—uxa)=—-a- (Vxu)

Vi har ogsa
vm=axXu-n=uxn-a=a-uxn

Ettersom a er konstant kan vi sette den utenfor integralene

a-/—qudT:a-/uxnda
1% s

Ettersom a er vilkarlig kan vi ta den bort, og vi ender opp med fglgende alter-
native form for Gauss sats

/—qudT:/uxnda
1% s
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Green’s forste identitet
La oss sette v = fVg hvor f og g er to skalarfelt. For & regne ut divergensen
husker vi at bade f og g skal deriveres og vi bruker produktregelen

V-v=V-(fVg)=Vf- -Vg+ fVi

Dersom vi setter dette inn 1 Gauss sats far vi

/Vf-Vg+fV2ng:/ng-nda
1% s

Green’s andre identitet
La oss sette v = fVg—gV f hvor f og g er to skalarfelt. For a regne ut divergensen
husker vi at bade f og g skal deriveres og vi bruker produktregelen

V.v=V-(fVg—gVf)=fVig—gVf

Dersom vi setter dette inn 1 Gauss sats far vi

/ V29— gV2f dr — / (/g - gVf)-ndo
1% S

NB! Legg merke til at Green’s to identiterer er varianter av Gauss sats, mens
Green’s sats er en variant av Stokes sats!

10.1.1 Anvendelse pa trykkraft og oppdrift

Vi har na utledet en versjon av Gauss sats som egner seg spesielt godt til & beregne

trykkraft
F = / —pndo = —/ Vpdr
S 1%

Ved hjelp av denne formelen kan vi vise at trykkraften pa en beholder, fra ei vaeske
i beholderen, er lik vekten av veeska i beholderen. Vi kan ogsa vise at oppdriften til
et legeme som senkes ned i ei vaeske er motsatt lik vekten av den fortrengte veeska
(Arkimedes prinsipp).

Formelen er spesielt fordelaktig dersom legemet har en komplisert form slik at
beskrivelsen av S og n er utfordrende. Da kan det vaere enklere & regne ut volumin-
tegralet.

Eksempel: Tyngden av vann i en beholder er lik trykkraften fra vannet
pa beholderen

En beholder er fylt med ei vaeske som har hydrostatisk trykk, p = py — pgz, hvor
z-aksen peker oppover og tyngdens akselerasjon er g = —gk. I dette eksemplet spiller
det ingen rolle hvilket referansetrykk py vi velger. Trykkgradienten i veeska er Vp =
—pgk = pg. Volumet V er omsluttet av overflaten S som har enhetsnormalvektor n
orientert ut av beholderen.

124



I dette tilfellet vil trykkraften fra veeska pa beholderen veere

F:/pndaz—/pgde:—mgk:mg
S \%

hvor m = pV er massen til vaeska og mg er vekten til veeska. Det er opplagt at det
er mye enklere a regne ut volumintegralet dersom veeska har et kjent volum, mens
beholderen kan har en vilkarlig komplisert form.

Egentlig kan vi lure pa hvordan dette fungerer dersom beholderen er apen i
toppen hvor vaeska er i kontakt med omkringliggende luft med lufttrykk pg. I sa fall
ma vi utvide flateintegralet for & ta hensyn til trykkraft fra omkringliggende luft
med konstant lufttrykk py (husk & snu m for trykkraft fra utsiden) og resultatet
ovenfor viser seg stadig a veere riktig.

Eksempel: Oppdrift pa et legeme som er presset ned i vann

Et legeme er presset ned i vann som har hydrostatisk trykk p = pg—pgz. Vi tenker
oss at z-aksen peker oppover og tyngdens akselerasjon er g = —gk. Vi tenker oss
videre at referansetrykket pg er lik lufttrykket og referansehgyden z = 0 er der hvor
den frie overflaten til vaeska mgter luft. Trykkgradienten i vaeska er Vp = —pgk = pg.
Volumet V' av legemet som er presset ned i vannet er omsluttet av overflaten S som
har enhetsnormalvektor n orientert ut av legemet.

I dette tilfellet vil trykkraften fra vannet pa legemet veere

F:—/pnda:/pgk:dT:mgk:—mg
S 1%

hvor m = pV er massen til det fortrengte veeska og mg er vekten av den fortrengte
vaeska. Dette kalles oppdrift. Oppdriften er motsatt like stor som vekten til den
fortrengte vaeska. Dette kalles for Arkimedes prinsipp.

Dersom vi tidligere har regnet ut trykkraften som virker pa en neddykket sylinder
og ei neddykket kule, ved a beregne overflateintegralet av pn direkte, sa husker vi
at de utregningene var ganske omfattende. Na innser vi at beregningen kan bli mye
enklere fordi vi kun trenger a vite volumet av legemet.

Egentlig burde vi stusse over at denne maten a bruke Gauss sats er riktig: Trykket
p som inngar i flateintegralet er en egenskap til fluidet rundt legemet, men vi har
beregnet volumintegralet over legemet hvor det ikke trenger & veere noe fluid som har
tetthet og trykk tilsvarende fluidet omkring. Det vi har gjort er & erstatte legemet
med et fluid identisk med omgivelsene slik at det hydrostatiske trykket kan forlenges
inn i legemet. Denne maten a lgse oppdriftsproblemet pa ble forst beskrevet av Simon
Stevin (1548-1620).

Eksempel: Hvor kommer oppdriften egentlig fra?

Sett en beholder med vann pa en vekt. Press et legeme ned i vannet. Kjenn at det
virker en oppdrift pa legemet. Observer at vekta faktisk gir stgrre utslag! Oppdriften
kommer fra underlaget til beholderen med vann!

Eksempel: Vannsgyle i deformert beholder pa kjskkenvekt
Fyll en beholder med litt vann, sett beholderen pa en vekt, og finn ut hvor mye
vannet veier. La oss tenke oss at beholderen er apen gverst slik at vannet der har
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samme trykk som luft, p,. Vannet nederst i beholderen er gitt ved formelen for
hydrostatisk trykk, p = py + pgh, hvor h er hgyden pa vannsgylen.

Klem beholderen delvis sammen slik at vannet stiger i beholderen. Det er apen-
bart at vannet na har stgrre trykk nederst i beholderen. Likevel burde det veere
ganske opplagt at vannet veier like mye som fgr?

Forklaringen pa dette “mysteriet” er at den sammenklemte beholderen kommer
til & ha en sveert deformert og komplisert overflate S som det vil veere utfordrende
a integrere over. Dog vil volumet av vannet hele tiden veere det samme.

10.2 Varianter av Stokes sats

Disse variantene av Stokes sats [(V x v-ndo = § v -dr star i M seksjon 5.2.2 [5].

Fdgrste variant
Sett v = af for en vilkarlig konstant vektor a og et skalarfelt f. Vi har

Vxv=Vx(af)=—-axVf

Etter litt manipulering, og ettersom a er konstant slik at den kan settes utenfor

integralene, far vi
a- </—Vf><nda) :a-%fdr
S ol

Ettersom a er vilkarlig kan vi ta den bort

/—fondaszdr
S Y
Andre variant

Sett v = a x u for en vilkarlig konstant vektor a og et vektorfelt u.
Vxv=Vx(axu)=aV-u—a-Vu
og etter litt manipulering far vi
Vxv-n=a-{—-(nxV)xu)}

Denne manipuleringen er kanskje ikke helt enkel, men husk at her opptrer normal-
vektoren n til flaten S som en konstant, mens V kun skal derivere u. Sett gjerne en

pil ned over zil, for a minne deg pa at V kun skal derivere wu!
Dessuten har vi
v-dr=a-uxdr

Ettersom a er konstant kan den kan settes utenfor integralene

a-/—(nxV)xuda:a-Y{uxdr
s gl

Ettersom a er vilkarlig kan vi ta den bort

/—(nxV)xuda:]{uxdfr
S v
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10.3 Oppgaver
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Kapittel 11

Divergens- og virvelfrie felt:
Laplace-likningen

Sveert ofte stgter man péa situasjoner der et vektorfelt v samtidig er bade divergens-
fritt
V-v=0 (11.1)

og virvelfritt
Vxv=0. (11.2)

Vi skal na se at dette naturlig leder til at feltet er beskrevet av Laplace-likningen.

Beskrivelse med skalarpotensial

Dersom et felt er virvelfritt V xv = 0 sa vet vi at det eksisterer et skalarpotensial
¢ slik at v = V¢. Dersom feltet i tillegg er divergensfritt far vi V.-v =V - V¢ =
V2¢ = 0, altsa Laplace-likningen

V2 = 0. (11.3)
I kartesiske koordinater {x,y, z} har vi

Po P P
522+ 37 T g2 =0 (11.4)

i sylinderkoordinater {R, 0, z} har vi

19 ([ 00 1 0% %6

og i kulekoordinater {r, 8, p} har vi
10 (4,00 1 9 (. 00 1 9%
— 2 (222 2 (sinoZ2 9. 11.
r2or (T 07’) * r2siné 06 (sm 09) * 72 sin? > 0 (11.6)

Beskrivelse med vektorpotensial
Dersom et felt er divergensfritt V - v = 0 sa eksisterer det et vektorpotensial A
slik at v = V x A. Dersom feltet i tillegg er virvelfritt far vi

Vxv=Vx(VxA)=VV-A-V*A=0
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I utgangspunktet har vektorpotensialet A tre skalarkomponenter, like mange
som feltet v. Imidlertid vil kravet om at feltet er divergensfritt, V - v = 0, palegge
én skalar foringsbetingelse pa komponentene til v, slik at feltet v egentlig bare har
to uavhengige skalare komponenter. I sa fall trenger heller ikke vektorpotensialet
A ha mer enn to uavhengige komponenter. Vi har dermed frihet til a palegge én
tilleggsbetingelse pa komponentene til A. Dette kalles & velge “gauge” (se kapittel
7.5). Et mulig valg er & palegge at vektorpotensialet skal vaere divergensfritt, V-A =
0, dette kalles Coulomb “gauge”, og i sa fall forenkles likningen for vektorpotensialet
til Laplace-likningen pa vektorform

V?A =0. (11.7)

NB! Her virker altsa Laplace-operatoren pa vektorfeltet A, da gjelder ikke likningene
(11.5) og (11.6) for de skalare komponentene til A i krumlinjede koordinater!

Beskrivelse med strgmfunksjon
Dersom et felt er divergensfritt V-v = 0 og 2D sa eksisterer det en strgmfunksjon
Y slik at v kan uttrykkes ved stromfunksjonen. Dersom vi feltet er 2D i xy-planet
(k-v =00g 9% = 0) kan feltet beskrives ved et vektorpotensial som har strgmfunk-
sjonen som komponent i z-retning, A = —(x,y)k slik at vektorfeltet i kartesiske
koordinater blir
Oy 0y

= A:—_ —
v=V X 'Lay—kjax

og i plane polarkoordinater (husk hvordan vi beregner virvling i sylinderkoordinater)

in Riy k '

1 iR . O

v=Vx(Uk)= gl @ @ % |~ Ros Tiar
0 0 —

Ettersom vektorfeltet v er divergensfritt ser vi at strgmfunksjonen méa oppfylle
den to-dimensjonale Laplace-likningen, V29 = 0.
Vi har da i kartesiske koordinater {x,y}

Oy 0%

907 7 =0 (11.8)

og i plane polarkoordinater { R, 6}

10 (Ra_¢>+ 1 0P

- — . 11.
ROR \  OR R? 06? 0 (11.9)

Strgmlinjer beskrevet av stremfunksjon
Strgmlinjer er kurver overalt tangent til vektorfeltet, det vil si v x dr = 0. Vi
setter inn og far

v xdr = (kx Vi) xdr = (k-dr)Ve — k(Vi - dr) = —kdi) = 0
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(husk at vi befinner oss pa en flate normalt pa z-aksen, derfor er k-dr = 0). Folgelig
er stromlinjene gitt ved ¢ = konstant.

Strgmlinjer og ekvipotensialflater star normalt pa hverandre utenom
stagnasjonspunkt
Dette resultatet kan med fordel utledes i 3D, uten a begrense oss til 2D:

Ekvipotensialflater er gitt ved ¢ = konstant. Normalvektorene til ekvipotensial-
flatene er gitt ved V.

Vi minner oss na pa den opprinnelige definisjonen av strgmlinjer: Kurver som er
overalt tangent til v, altsa lgsning av differensiallikninga v x dr = V¢ x dr = 0.
Med andre ord, strgmlinjene star normalt pa ekvipotensialflatene. Imidlertid har
vi et unntak eller spesialtilfelle i stagnasjonspunkter hvor v = 0, for der vil denne
likninga uansett veere oppfylt uten noen begrensninger pa dr. Vi kan da sla fast at
ekvipotensialflatene star normalt pa strgmlinjene utenom stagnasjonspunkt.

2D divergens- og virvelfrie felt i xy-planet, Cauchy—Riemanns likninger

I det folgende skal vi stort sett begrense oss til felt av typen v = v,(x,y)i +
vy(z,y)g eller v = vr(R,0)ir + vo(R,0)ty. Ettersom vi kan velge om vi gnsker
a representere feltet med et potensial eller en stromfunksjon, sa ma det veere en
relasjon mellom disse, nemlig

v, = 00 _ 0¥
R
Lo _ o
Yo 9y Oz
eller i plane polarkoordinater

Lo 06 10w
7 OR RO

v — 100 _ 0¥
" RO OR

Disse likningene kalles Cauchy—-Riemanns likninger i henholdsvis kartesiske eller po-
lare koordinater.

Strgmlinjer og ekvipotensialflater star normalt pa hverandre — igjen

Ekvipotensialflater er gitt ved ¢ = konstant. Normalvektorene er gitt ved V.

I det to-dimensjonale tilfellet hvor vi har en strgmfunksjon er strgmlinjer gitt
ved 1 = konstant. Normalvektorene er gitt ved V.

I det to-dimensjonale tilfellet kan vi vise at Vo -V = 0, dette far vi til ved hjelp
av Caucy-Riemanns likninger,

0000 0600 _ 00w vy _

ng'vw:@x@x O_yay_ Jy Ox %@/_

0.

Ovelse: Sjekk at du far samme resultat ved & bruke polarkoordinater.
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I et stagnasjonspunkt, hvor v = V¢ = 0 og V¢ = 0, der trenger ikke strgmlinjene
sta normalt pa ekvipotensialflatene, for der vil alle disse betingelsene veere identisk
tilfredsstilt uansett!

I det tre-dimensjonale tilfellet har vi ikke en strgmfunksjon og vi bruker heller
den opprinnelige definisjonen pa strgmlinjer v x dr = 0, som vi diskuterte tidligere.

NB! Merk at i et stagnasjonspunkt, der hvor v = 0, trenger ikke strgmlinjene sta
normalt pa ekvipotensialflatene, for i sa fall er disse betingelsene tilfredsstilt uansett.

Eksempel: Vektorfeltet v = —yz — 23

La oss studere feltet v = —yi — xj.

Vi ser umiddelbart at feltet er divergens- og virvelfritt, sa det eksisterer bade en
strgmfunksjon og et skalarpotensial

1 1
Y= —§$2 + 592
og
¢ = —xy
I figuren ser vi stagnasjonspunktet som et kulepunkt i origo, vi ser strgmlinjer

som heltrukne kurver, og vi ser ekvipotensialkurver som stiplede kurver. Vi ser ogsa
piler som viser retning og relativ styrke til feltet.

Superposisjonsprinsippet

Likningene for divergensfrihet (11.1) og virvelfrihet (11.2) samt alle de forskjellige
variantene av Laplace-likningen (11.3)—(11.9) er linesere. Folgelig gjelder superpo-
sisjonsprinsippet: La for eksempel ¢; og ¢o oppfylle Laplace-likningen og la a og
b veere vilkarlige konstanter, da oppfyller ¢ = a¢p; + bpy ogsa Laplace-likningen,
V2p = V?(agy + bga) = aV?¢1 4 bV ¢y = 0.

Vi kan benytte superposisjonsprinsippet for a konstruere vilkarlig kompliserte
lgsninger av Laplace-likningen ved a sette sammen velkjente og “enkle” lgsninger.
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Laplace-likningen er i utgangspunktet vanskelig a lgse fordi den er en partiell diffe-
rensiallikning. Vi kan imidlertid redusere den til en ordinger differensiallikning der-
som vi antar at potensialet eller stremfunksjonen kun avhenger av én koordinat om
gangen. Vi lar dette veere var definisjon av en “enkel” lgsning.

“Enkle” lgsninger

Som et illustrerende hjelpemiddel introduserer vi begrepet “enkel” lgsning. Det
er en lgsning for ¢ eller ¢/ som kun avhenger av én koordinat. Her kommer noen
eksempler pa “enkle” lgsninger:

Rettlinjet strem
Anta ¢ = ¢(x). Laplace-likningen reduserer seg til V¢ =
lgsning ¢ = Ax + B. Cauchy-Riemanns likninger gir

2
% = (0 som har

_ 0 _ W
Ux_ax_A_ dy
v = 9 _ W

Y dy ox

som gir ¢ = —Ay + C'. Vektorfeltet er v = Az.
Dvelse: Gjor dette ogsa med antakelsene ¢ = ¢(y), ¥ = ¥ (z) og ¥ = P(y).

Kilde/sluk
Anta ¢ = ¢(R). Laplace-likningen reduserer seg til V¢ = %% (R%) = 0 som
har lgsning ¢ = Aln R + B. Cauchy—Riemanns likninger gir

9 A 10

BT O9R T R TRo0
W o= oo o0
® 7 Row 7 OR

som gir ¢ = —A0+C. Vektorfeltet er v = %i r- Vi kan kalle dette feltet en “punktkil-
de” dersom A > 0 eller et “punktsluk” dersom A < 0. Det er altsa origo som er selve
kilden eller sluket, og dette er en singularitet. For a angi “styrken” til kilden eller
sluket kan vi enten oppgi A eller vi kan regne ut den integrerte fluksen ut gjennom
en sirkel rundt origo.

Dvelse: Vis at den integrerte fluksen ut gjennom en sirkel rundt origo er lik 2w A
uavhengig av radius til sirkelen!

Punktvirvel ,
Anta ¢ = ¢(0). Laplace-likningen reduserer seg til V¢ = %% = 0 som har
lgsning ¢ = Af + B. Cauchy-Riemanns likninger gir

9 _ - 1
VBT O9R TV T TR0

_ 19 A _ O
YT Ro0 T R OR

132



som gir ¢ = Aln R + C. Vektorfeltet er v = %ig. Vi kan si at dette er feltet til en
“punktvirvel” i origo. For & angi “styrken” til punktvirvelen kan vi enten oppgi A
eller vi kan regne ut sirkulasjonen rundt en sirkel med sentrum i origo.

Merk: Vektorfeltet til punktvirvelen er virvelfritt, V x v = 0, overalt bortsett fra
i origo hvor feltet er singuleert.

Ovelse: Vis at sirkulasjonen rundt en slik sirkel er lik 27 A uavhengig av radius
til sirkelen!

Ovelse: Finn de “enkle” lgsningene som framkommer ved & anta 1) = ¢ (R) og

b =1(0).

Eksempel: Vektorfeltet v = —yz — 23

Dette vektorfeltet har vi allerede diskutert pa side 131. Legg merke til at det ikke
er en superposisjon av de “enkle” Igsningene vi har diskutert sa langt! Derfor ma vi
ikke tro at alle lgsninger kan lages som superposisjon av vare “enkle” lgsninger!

Bruk av superposisjonsprinsippet for a lage kompliserte lgsninger fra
de enkle lgsningene

Vi skal na benytte superposisjonsprinsippet til & konstruere “kompliserte” lgsnin-
ger av Laplace likning ved a sette sammen “enkle” lgsninger.

Superposisjon av to rettlinjede strgmninger

La ¢1 = x og ¢ = y. Dette tilsvarer v1 = %2 og vy = j. Dette er rettlinjede
stromninger med enhets styrke i x- og y-retning.

Superposisjonen ¢ = A¢p; + B, gir v = Az + Bj som er en vilkarlig sterk
strgmning i vilkarlig retning avhengig av koeffisientene A og B.

Superposisjon av kilde og punktvirvel i samme punkt

La ¢1 = In R og ¢ = 6. Dette tilsvarer v, = }%iR 0g Vo = %’1:9. Dette er en kilde
med enhets styrke og en punktvirvel med enhets styrke, begge lokalisert i origo.

Superposisjonen ¢ = A¢p, + Bgs gir v = %iR + %ia som er en vilkarlig sterk

spiralkilde-strgmning avhengig av koeffisientene A og B.

3

0

X
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Forste kvadrant. Bla konturer til potensialet ¢, rgd konturer til den korrespon-
derende strgmfunksjonen 1.
Se ogsa illustrasjon i GF figur 9.11.

Superposisjon av kilde og sluk i forskjellige punkter

La a og b veere to punkter og la r veere posisjonsvektor. La ¢; = In|r — a| og
¢ = —In|r — b|. Dette er en kilde i punktet a og et sluk i punktet b, begge med
enhets styrke.

Superposisjonen ¢ = ¢; + ¢- gir en strgmning som gar fra kilden i a til sluket i

b.

Superposisjon av to punktvirvler som beveger seg i feltet til hverandre

Dersom de roterer samme vei sa vil de ga i ring rundt hverandre.

Dersom de roterer motsatt vei sa vil de bevege seg som et par i retning normalt
pa aksen mellom punktvirvlene.

Se illustrasjon i GF figur 9.8.

Ovelse: Still deg opp pa en gangvei over din favoritt elv/bekk og studer strgm-
ningsmgnsteret. Det er enklere & se dersom det er litt skum eller stgv pa vannover-
flaten. Legg merke til hvordan vannoverflaten ser ut til & krumme naer punktvirvler.
Legg merke til hvordan punktvirvler ser ut til a bevege seg i feltet til hverandre.

Dipol: Superposisjon av kilde og sluk som ligger nzert inntil hverandre
Vi plasserer kilden i @ = €t og sluket i b = —ei. Vihar da |[r—a| = /(2 — €)? + y?
og |[r —b| = \/(z + €)% + y>. Vi multipliserer kilden og sluket med en styrke £ og lar

e bli vilkarlig liten i superposisjonen

qbzlimln (r—€)?2+y?> —Iny/(x+ €)% + y?

e—0 €

Dette er et % uttrykk, og vi kan bruke L’Hopitals regel med & derivere bade teller
og nevner med hensyn pa €

—(z—¢) (z+e€)
b — lim EXIH — @om 2z

e—0 1 - 2 + yQ

Dette kalles for en dipol, og akkurat denne dipolen eksisterer i et to-dimensjonalt
plan.
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Bla konturer til potensialet ¢, rgd konturer til den korresponderende strgmfunk-

s
/

\

L

N

3 -2 -1 0 1 2 3

X

sjonen 1, grgnn vektor pileplott av V.

11.1 Oppgaver

11.1 Finn strgmfunksjonen 1/ og hastighetsfeltet v = V¢ til en superposisjon av en
kilde med potensial ¢; = Aln R og en punktvirvel med potensial ¢po = Bf vist
i figur ovenfor.

11.2

11.3

11.4

Finn strgmfunksjonen 1) og hastighetsfeltet v = V¢ til dipolen vist i figur

Vi har introdusert begrepet “enkle” lgsninger av Laplace likning for a angi at de
bare avhenger av én koordinat. For Laplace likning V2¢ = 0 i kulekoordinater
{r,0, v} kan vi finne tre “enkle” lgsninger, ¢(r) og ¢(0) og ¢(¢). Finn disse og
beskriv/tegn hastighetsfeltene.

Blant de “enkle” lgsningene av Laplace likning i kulekoordinater finner vi kilde
og sluk. Superponer en kilde og et sluk som ligger neert inntil hverandre for &
utlede uttrykket for en dipol i tre-dimensjonalt rom.
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Kapittel 12

Feltlikninger for fluider

Som eksempel pa anvendelse av vektor felt teori og flervariabel kalkulus, og som
illustrasjon av begrepene vi har gatt igjennom sa langt, og som introduksjon til et
selvstendig fagfelt som i stor grad er basert pa denne typen matematikk, skal vi na
etablere feltlikninger for fluid- og kontinuumsmekanikk. Vi skal ogsa se tilsvarende
anvendelser innen andre fagomrader, for eksempel modellering av trafikk langs veier.
Vi kunne ha hentet eksempler fra elektromagnetisme, men det skal vi ikke gjore her.

Kontinuum

Ideen om “kontinuum”, eller kontinuerlig medium, ble formulert allerede av Aris-
toteles (384-322 f.Kr.): Noe som kan deles opp i stadig mindre biter som alltid har
de samme egenskapene som de opprinnelige stgrre bitene uansett hvor mye vi deler
det opp.

Kontinuumshypotesen

“Kontinuumshypotesen” i mekanikk er antakelsen om at vi kan beskrive et medi-
um som et kontinuum. Under kontinuumshypotesen tenker vi oss at egenskaper som
tetthet, trykk, temperatur og hastighet er veldefinert for vilkarlig sma volumelemen-
ter.

I praksis vet vi at kontinuumshypotesen ikke lenger er gyldig etter at vi har delt
opp mediet i alt for sma biter. Om vi betrakter et fluid som bestar av molekyler, sa
vet vi at vi ikke kan dele opp molekylene uten at egenskapene til de mindre bitene
(atomer og elementaerpartikler) er ulik egenskapene til molekylene. Om vi prever &
modellere biltrafikk som et fluid bestaende av biler sa er det meningslgst a dele opp
bilene i sine elementaere bestanddeler. Kontinuumshypotesen slutter altsa a veere
gyldig nar vi kommer ned til en lengdeskala som er sammenliknbar med stgrrelsen
pa henholdsvis et molekyl eller en bil.

Ordet “kontinuumshypotese” brukes ogsa innen matematikk, men i en helt annen
betydning som ikke mé forveksles med kontinuumshypotesen i fluidmekanikk.!

T mengdeteori er kontinuumshypotesen en antakelse om at det ikke eksisterer en mengde som
har kardinalitet strengt mellom kardinalitetene til de hele tallene og de reelle tallene. Antakelsen
ble framsatt i 1878 av Georg Cantor (1845-1918). Kardinaliteten til en uendelig mengde uttrykker
graden av uendelighet. Det er uendelig mange hele tall og det er uendelig mange reelle tall. De hele
tallene kan telles, mens de reelle tallene kan ikke telles. Vi sier at kardinaliteten til de reelle tallene
er stgrre enn kardinaliteten til de hele tallene. Kontinuumshypotesen i mengdeteori sier at det ikke
finnes en uendelighet strengt mellom disse to.
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Makroskopisk modell

At vi gar ut ifra ideen om et kontinuum, og baserer oss pa kontinuumshypotesen,
det medfgrer at vi i praksis skal konstruere en makroskopisk modell. Vi kommer til
a anta at ideen om en infinitesimal storrelse, for eksempel et differensial som kan
veere sa lite som helst, er fornuftig, uten a ta inn over oss at ting kanskje egentlig er
ganske forskjellig nar vi gar langt ned i skala.

Fluid partikkel

En “fluid partikkel” er et infinitesimalt og materielt volum av et fluid, med masse,
utstrekning, massetetthet osv. Vi kan kanskje tenke oss en fluid partikkel som en
punktmasse. Tanken om at en fluid partikkel kan brukes som utgangspunkt for &
beskrive oppferselen til et fluid ble introdusert av Leonhard Euler (1707-1783).

Det at en fluid partikkel er materiell, det vil si at dersom vi maler var partikkel
rod og resten av fluidet blatt, sa skal vi hele tiden betrakte det som har rgd farge.

Eulersk og Lagrangesk beskrivelse

Det er to grunnleggende forskjellige mater & beskrive bevegelsen til et fluid,
Eulersk og Lagrangesk.”

I Eulersk beskrivelse fglger vi ikke individuelle partikler, men benytter heller
en feltbeskrivelse. Et eksempel er hastighetsfeltet som funksjon av posisjon og tid

v(r,t).

I Lagrangesk beskrivelse fglger vi individuelle partikler. Posisjonen til en partikkel
er r,(t). Hastigheten til en partikkel er v,(t) = d%(t). Akselerasjonen til en partikkel
er a,(t) = d”#(t).

Disse to beskrivelsene ma passe sammen, derfor har vi for eksempel at

vp(t) = v(ry(1),1).

Strgmlinjer og partikkelbaner

En fluid partikkel beveger seg langs en bane som vi angir ved posisjonsvektor som
funksjon av tid 7, (). For & finne banen kan vi lgse differensiallikninga for hastigheten
uttrykt som den tidsderiverte av posisjonen

dr, B
2 = uy(t) = v(ry(1),1).

En bane er en reise i rom og tid, veldefinert ogsa for hastighetsfelt som
endrer seg i tid.

Tidligere har vi definert strgmlinjer som kurver som er overalt tangent til vek-
torfeltet. Disse er lgsninger av differensiallikninga som uttrykker at kurveelementet
er tangent til (parallell med) hastighetsfeltet

v xXdr =0.

Denne likninga er ikke entydig definert dersom hastighetsfeltet v endrer seg i tid,
derfor innser vi at strgmlinjene er et gyeblikksbilde av vektorfeltet, ved fastholdt tid:

2Joseph—Louis Lagrange (1736-1813)
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Stromlinjer er kurver som er tangent til vektorfeltet, et gyeblikksbilde
ved fastholdt tid.

Vi kan vise at dersom hastighetsfeltet er stasjonsert, %—;’ = 0, sa er banene lik

strgmlinjene: Vi vet nemlig at en infinitesimal forflytning langs en bane er dr = wvdt.
Dersom vi krysser dette med hastigheten v far vi v x dr = v x vdt = 0 og folgelig
ser vi at kriteriet for strgmlinjer er oppfylt av banene.

Dersom feltet v(r,t) ikke er stasjoneert, %_1; # 0, sa gar banene ikke langs strgm-
linjene fordi gyeblikksbilder av feltet vil se forskjellige ut fra det ene gyeblikket til
det andre.

12.1 Partikkelderivert. Materiell derivert.

Med partikkelderivert mener vi endring av en egenskap slik det observeres fra en
partikkel som beveger seg langs en bane.

La E(r,t) veere en skalar egenskap. Vi skal se pa endringen av denne egenskapen,
slik den oppfattes av en observatgr som befinner seg pa en fluid partikkel. Det er
to arsaker til at observatgren registrerer endring av egenskapen FE, delvis fordi E
endrer seg i tid pa et gitt sted, og delvis fordi observatgren flytter seg til et annet
sted hvor E har en annen verdi. Endringen i F pa grunn av at partikkelen har endret
sin posisjon Ar i lgpet av tid At er

AE = E(r +Ar,t + At) — E(r,t).

Na gjor vi samme knep som vi gjorde da vi utledet gradient og retningsderivert, vi
ser pa endringen med hensyn pa bare tid, eller bare posisjon

AE = E(r 4+ Ar,t+ At) — E(r + Ar,t) + E(r + Ar,t) — E(r, ).

Vi har at 9E
E(r+ Ar,t+ At) — E(r + Ar,t) = EM
og
E(r+Ar,t)— E(r,t)~VE-Ar =Ar-VE

og folgelig far vi OB

Na deler vi pa At

AFE oFE Ar
222 vE
A tarY

og lar At — 0. Hastigheten dukker da opp i andre ledd pa hgyre side v = lima; . %.

Pa venstre side far vi na en spesiell type tidsderivert av egenskapen E, nemlig
den tidsderiverte slik den oppfattes av en observatgr som befinner seg pa en fluid
partikkel. Vi innfgrer derfor et spesielt symbol for & markere dette

DE OF
PE_ ok V)E.
= V)
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Det fgrste leddet pa hgyre side kaller vi den lokalderiverte fordi det beskriver hvor-
dan egenskapen endrer seg pa et fastholdt sted, uavhengig av at fluidpartikkelen
flytter pa seg. Det andre leddet pa hgyre side kaller vi den konvektivt deriverte fordi
det avhenger av forflytningen til fluidpartikkelen. Summen av disse kaller vi den
partikkelderiverte.

Vi kan na utvide beskrivelsen til en vektor egenskap F'(r,t) som vi kan sette rett

inn i uttrykket ovenfor
DF OF

dt ot

I dette uttrykket er det viktig a merke seg at prikk-produktet skal utfgres mellom v
og V, mens V-operatoren skal derivere F'.

+(v-V)F

Partikkelakselerasjon
Med partikkelakselerasjon skal vi forsta akselerasjonen som en partikkel blir ut-
satt for mens den beveger seg langs sin bane

Dv_@v

:E—E‘F(’U-V)’v

Partikkelakselerasjonen er altsa en sum av to bidrag som vi skal kalle lokal akse-
lerasjon og konvektiv akselerasjon. I uttrykket for den konvektive akselerasjonen
skal prikk-produktet utfgres mellom V og den hastighetsvektoren v som ikke skal
deriveres.

Eksempel: Hastighetsfeltet til en karusell, en partikkel pa en karusell

Vi har sett at hastighetsfeltet til en karusell kan beskrives ved v = w X r = wR1y.
Dette er en Eulersk beskrivelse. Vinkelhastigheten w er ikke et felt, fordi den ikke er
en funksjon av posisjon, men vinkelhastigheten kan veere en funksjon av tid w(t) for
en karusell som ikke har konstant omdreiningshastighet. Hastighetsfeltet v(r,t) er
et felt fordi det er en entydig funksjon av posisjon r og tid ¢t. Koordinatvektoren 4
er et felt fordi den er en funksjon av posisjon, men den er derimot ikke en funksjon
av tid, sa vi kunne ha skrevet i4(7).

Dersom vinkelhastigheten er konstant (i tld) = 0, sa er ogsa hastighetsfeltet
konstant i tid, eller stasjoneert, ‘Z’t’ =0.

En partikkel som fplger karusellen har posisjon 7,(t), og har hastighet v,(t) =
drp(t)

2= =v(ry(t),t) = wRig(ry(t)). Dette er en Lagrangesk beskrivelse.

Selv om Vinkelhastigheten er konstant, sa er likevel ikke partikkelens hastighet
konstant, dt 2 £ 0, fordi vi vet at en partikkel som fglger karusellen vil bevege seg i
sirkel og saledes hele tiden skifte bevegelsesretning.

La oss regne ut partikkelakselerasjonen for en karusell med konstant vinkelhas-
tighet. Det er ingen lokalakselerasjon fordi vinkelhastigheten er antatt konstant.
Derimot er det konvektiv akselerasjon rettet inn mot rotasjonsaksen, dvs. sentripe-
talakselerasjon, partiklene er hele tiden konvektivt akselerert inn mot rotasjonsaksen

= —w’Rig|,_, , = —w Rig(ry(1))

dv 0 .
a, = dp =v-Vv|,_, = <w%) (wRiy) o (®)

t

r=rp(t)
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Partikkelakselerasjonen er altsa rent konvektiv. Skrevet uten index p for partikkel
har vi

_ Dv B 0 N 9ps
a—E—QwVv— (w%) (WRiy) = —w”Rig

Litt om dyadiske produkter

Vi skal notere dyadisk produkt mellom vektorer uten noe symbol ab. Andre
bruker notasjonen a ® b som i praksis betyr det samme.

Et dyadisk produkt mellom to vektorer er enkelt i den forstand at det ikke
medfgrer noen vektoroperasjon. Dersom a og 3 og v er skalarer, og a og b og c er
vektorer, sa har vi for eksempel (aa + 8b)(ve) = ayac + fybe.

Det dyadiske produktet kommuterer ikke ab # ba. Uttrykk med bade skalar-
produkt og dyadisk produkt kan regnes ut i hvilken som helst rekkefglge a - be =
(a-b)e = a-(be). I praksis sparer man en betydelig regne-innsats, bade for hand og
pa datamaskin, dersom man utfgrer prikk-operasjonen fgrst, derfor bgr man fore-
trekke & regne ut dette uttrykket som a - be = (a - b)c.

Uttrykket for den konvektivt deriverte av en vektor, (v-V)F, kunne i prinsippet
ha blitt skrevet uten parentes, v - VF', men kun dersom vi hadde vaert enige om
et par “konvensjoner” som kanskje kan oppfattes som naturlige: Prikken skal virke
mellom de to vektorene som star naermest prikken pa hver side av prikken, og V skal
derivere mot hgyre dersom ikke annet er oppgitt. Folgelig skal prikken virke mellom
v og V, og V skal derivere F'. Regnestykket gir i sa fall samme svar uavhengig av
om vi utferer prikk eller dyadisk produkt forst v-VF = (v-V)F =wv - (VF). Her
angir parentesen prioritet (hva som skal utferes forst), mens V uansett skal derivere
F'. 1 praksis sparer man en betydelig regne-innsats, bade for hand og pa datamaskin,
dersom man utfgrer prikk-produktet ferst, derfor bgr man foretrekke a regne ut den
konvektivt deriverte som v - VF = (v - V)F.

Dessverre er fagfolk ikke enig om disse “konvensjonene”, pa grunn av den maten
matematikere liker & skrive Jacobi-matrisen som representasjon for det dyadiske
produktet VF'. Derfor anbefales det pa det sterkeste a insistere pa parentes rundt
(v- V) for & unnga forvirring!
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NB! Advarsel!
Det som star pa denne siden er forvirrende!
Det er ikke ngdvendig G lese denne siden!

Alternativ konvensjon for gradienten til en vektor

Alle er enige om at dersom a og b er vektorer som ikke medfgrer derivasjon sa
kommer retningen til a fgr retningen til b i produktet ab.

Dersom vi bytter ut @ med V, som er bade en vektor og en derivasjonsoperator,
sa er det noen som hevder at ettersom V er en operator sa skal retningen til V
komme etter retningen til b i uttrykket Vb.

Dersom denne alternative konvensjonen benyttes, sa ma uttrykket for den par-
tikkelderiverte av en vektor-egenskap skrives enten

DF 9F

89 Y\ F

a = TV
eller DF OF

o _ 97 F).

a = o TVE)-v

Uansett skal prikken virke mellom V og v, mens V skal derivere F'.

Vi innser na at det er to gode grunner til & sette parentes rundt prikk-produktet
(v - V). Da forsvinner nemlig forskjellen mellom disse to konvensjonene, i tillegg til
at man sparer en betydelig regne-innsats bade for hand og pa datamaskin.

Vi innser na at vi alltid ma sjekke hvilken konvensjon en tekst forholder seg til:

Leerebgkene til Vilhelm Bjerknes [1] og Matthews 5] og Gjevik & Fagerland |2]
og store deler av ingenigr-rettet litteratur innen fluidmekanikk bruker ikke det som
her kalles “alternativ”’ konvensjon.

Leereboka til Lindstrgm & Hveberg [3] som brukes i MAT1110 skriver Jacobi-
matriser (matriser som svarer til gradienten til en vektor) pa en méate som ser ut som
den alternative konvensjonen. De bruker imidlertid ikke V-symbolet for a operere
pa vektorfunksjoner, de anvender V kun pa skalarfunksjoner, og de skriver notasjo-
nen F'(r) for Jacobi-matrisen som svarer til gradienten til en vektor. Med denne
matrisenotasjonen kan den partikkelderiverte av en vektor F' skrives

DF OF

- - 4 F
a o T

hvor bade F' og v er sgylevektorer, og hvor F' er en Jacobi-matrise, og hvor opera-
sjonen som skal gjores mellom F” og v er en matrisemultiplikasjon, dvs. en prikk-
operasjon. De skriver altsa prikk for skalarprodukt mellom to vektorer, men ikke noe
symbol for det som i praksis er en prikk-operasjon mellom en dyade og en vektor.
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12.2 Bevaringslover, kontrollvolumer, kontrollflater
og kontrollkurver

I det fglgende skal vi utlede diverse bevaringslover. De tjener til & holde regnskap
med hvor mye vi har av “noe” innenfor et kontrollvolum. Dersom det er en endring
i mengden av dette “noe” innenfor kontrollvolumet sa ma det enten skyldes at det
er en netto integrert fluks gjennom veggene til kontrollvolumet, eller det ma skyldes
at “noe” skapes eller tilintetgjores innenfor kontrollvolumet.

Det er grunnleggende forskjellige typer kontrollvolum som vi kan benytte:

1. Et fastholdt endelig volum.

2. En fluid partikkel som er en infinitesimal materiell partikkel som forflytter seg
med fluidet.

3. Et bevegelig endelig volum som bade kan deformeres og som kan bevege seg
uavhengig av fluidet.

I MEK1100 skal vi kun bruke de to forste typene kontrollvolum. For den tredje typen
kontrollvolum trenger vi Reynolds transport-teorem som hgrer til i videregaende
MEK-emner.

Tilsvarende er det grunnleggende forskjellige typer kontrollkurver som vi kan
benytte:

1. En fastholdt kurve.

2. En materiell kurve som hele tiden bestar av de samme fluidpartiklene og som
forflytter seg med fluidet.

Vi skal bruke en materiell kurve somforflytter seg med fluidet nar vi utleder Kelvins
teorem.

12.3 Bevaring av masse: Kontinuitetslikninga

Betingelsen for at masse er bevart kalles kontinuitetslikninga.

Anta vi har et fluid med massetetthet p(r,t) og at fluidet beveger seg med
hastighet v(r,t).

I dette tilfellet skal vi betrakte et fastholdt endelig kontrollvolum V' avgrenset
av en lukket flate S. Vi stiller to krav til vart kontrollvolum, det skal veere fastholdt
og det skal veere vilkarlig. At kontrollvolumet er vilkarlig betyr at resultatene i det
folgende gjelder uansett hvilken form eller stgrrelse kontrollvolumet har.

Den totale massen innenfor V' er

M(t) = /v o(r.t)dr

Flukstettheten av masse er gitt ved pv. Den integrerte fluksen ut gjennom den
lukkede flaten S er

Q) = [ po-ndo
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hvor vi holder oss til konvensjonen at enhetsnormalvektoren n peker ut av kontroll-
volumet.
Dersom det ikke skapes eller tilintetgjores masse innenfor kontrollvolumet sa ma

dM
— + Q=0
dt @=
Dette er kontinuitetslikninga pa integrert form.
Vi kan ta den tidsderiverte av massen inn under integraltegnet, da blir den til
en partiellderivert. Ettersom kontrollvolumet er fastholdt er det ikke bidrag fra den
tidsderiverte av formen til kontrollvolumet

[

Vi kan benytte Gauss sats for & omgjgre fluksintegralet til et volumintegral

ap
a'f—v ( )dT—O

Ettersom kontrollvolumet er vilkarlig kan ikke verdien til dette integralet avhenge
av formen eller stgrrelsen til kontrollvolumet, fglgelig ma integranden veere lik null

dp
at+v (pv) =0

Dette er kontinuitetslikninga pa lokal eller differensial form.

Alternative former for kontinuitetslikninga
Dersom vi skriver ut divergensleddet far vi

dp

8t+v Vp+pV-v=0

Dersom vi fgyer sammen de to forste leddene i likninga ovenfor kjenner vi igjen
den partikkelderiverte
Dp

dt—I—pV v=20

Spesialtilfelle: Homogen tetthet
Dersom tettheten er lik overalt, Vp = 0, sies den a vaere homogen. 1 sa fall
reduserer kontinuitetslikninga seg til

dp

at—i—pv v=10

Spesialtilfelle: Stasjoneer tetthet
Dersom tettheten ikke endrer seg i tid, 2 5 = 0, sies den & veere stasjoncer. I si
fall reduserer kontinuitetslikninga seg til at masseflukstettheten er divergensfri

V- (pv)=0
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Spesialtilfelle: Konstant tetthet
Dersom tettheten er bade homogen og stasjoneer sier vi at den er konstant. I sa
fall ma hastigheten veere divergensfri og fluidet er inkompressibelt

V-v=0

Spesialtilfelle: Inkompressibelt fluid
Dersom fluidet er inkompressibelt, V - v = 0, sa er den partikkelderiverte av
tettheten lik null D p
P P
— = -Vp=0
a o UV
NB! Dette betyr ikke at tettheten er konstant, men at tettheten til hver fluidpartikkel
er bevart.

Forskjellen pa vaeske og gass

Husk at innen kategorien “fluid” har vi underkategoriene “vaeske” og “gass”. Hoved-
forskjellen mellom veeske og gass er at ei veaeske er i praksis inkompressibel V-v =0
mens en gass lett lar seg komprimere eller utvide V - v # 0.

Eksempel: Vann strgmmer gjennom en trakt
Vann er ei veeske, sa vi kan starte med kontinuitetslikninga for inkompressibelt
fluid, nemlig at hastigheten er divergensfri

V-v=0

Denne kan vi integrere over et kontrollvolum V' som er avgrenset av veggene i trakten
St, et tverrsnitt S hvor vannet strgmmer inn i trakten med fart v4, og et tverrsnitt
Sp hvor vannet strgmmer ut av trakten med fart vg. La oss anta at stromningshas-
tigheten er vinkelrett pa tverrsnittene A og B. Vi innser at det ikke er stromning
gjennom traktveggen Sr. Med Gauss sats har vi

/V-vdT—(/ —|—/ +/)v-nda——/ vAd0'+/ vpdo =0
174 St Sa SB Sa Sp

Dersom vi i tillegg antar at farten er konstant i hvert tverrsnitt sa kan vi uttrykket

resultatet ved arealene A og B
’UAA = UBB

Folgelig ser vi at farten er stgrst i tverrsnittet som er minst.

Eksempel: Biltrafikk

Biltrafikk langs vei er et glimrende eksempel for a fa innsikt i lgsningene til kon-
tinuitetslikninga. Vi ser for oss en motorvei eller landevei med én eller flere parallelle
felt, “tverrsnittet” S er antall felt, “volumet” V' er strekning ganger antall felt, “tett-
heten” er antall biler per volum. Trafikken er inkompressibel dersom avstanden til
forankjgrende alltid er den samme.

Vanligvis kan biltrafikk lett komprimeres, den oppfgrer seg da som en “gass”. Der-
som bilene holder konstant avstand, for eksempel i tett trafikk med kg, vil trafikken
oppfere seg som en “veeske”.
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En person som sitter i en bil kan uttale seg om trafikken er inkompressibel ved
a sjekke om avstanden til forankjgrende er konstant. En person som star stille ved
siden av veien kan uttale seg om trafikken er stasjonser ved a sjekke om trafikken
endrer seg i tid. Personer pa en neerliggende bakketopp kan uttale seg om trafikken
er homogen og/eller stasjoneer ved & sjekke om trafikken ser lik ut overalt og/eller
om den endrer seg i tid.

Eksempel: Inkompressibel trafikk gar fra trefelts vei til ettfelts vei

Vi integrerer V - v = 0 over et kontrollvolum, og far at van, = vgng for to snitt
S og Sg med henholdsvis ny og ng felt. Dersom vi har ny = 3 og ng = 1 sa vil
v = 3vy. Trafikken vil altsa ga mye fortere straks man kommer ut fra flerfelts vei
og inn pa ettfelts vei.

Dette er typisk oppfgrsel dersom man skal kjgre fra en tettpakket flerfeltsvei ut
pa en like tettpakket ettfeltsvei. Vi har at v4A = vgB for to snitt Sy og Sp med
henholdsvis A og B felt. Dersom vi har A = 3 og B = 1 sa vil vg = 3wy, trafikken
vil ga betydelig fortere straks man kommer ut fra flerfelts vei og inn pa ettfelts vei.

Dette er typisk oppforsel dersom man skal kjgre ut fra en stor parkeringsplass og
ut pa en landevei.

Eksempel: Kompressibel trafikk med stasjonser biltetthet

Stasjoneer biltetthet, % = 0, betyr at biltettheten ikke endrer seg i tid pa ethvert
fastholdt sted. Kontinuitetslikninga sier i sa fall at bilflukstettheten er divergensfri
V - (pv) = 0. Dersom denne integreres over et kontrollvolum far vi at psvang =
ppugnp for to snitt Sy og Spg.

La oss na anta at trafikken holder fartsgrensene 100 km/h pa trefelts motorvei
na = 3, og 80 km/h pa ettfelts landevei ng = 1. I s& fall har vi en relasjon for
tetthetene 300p4 = 80pp.

Dette er typisk oppfersel for trafikk som holder fartsgrensen i overgangen mellom
flerfelts og ettfelts vei. Det er i sa fall god plass mellom bilene pa motorveien og

tettere trafikk pa landeveien.

12.4 Bevaring av bevegelsesmengde: Eulers likning

Bevaring av bevegelsesmengde — Newtons andre lov
Newtons andre lov sier at et legeme med masse m som blir pavirket av en total
kraft F' vil fa en akselarasjon a i henhold til likninga

F = ma. (12.1)
Vi skal se hvordan denne likninga kan omformuleres for anvendelse pa et fluid.

Eulers likning — bevaring av bevegelsesmengde for ideelt fluid

I virkeligheten er friksjon pa grunn av viskositet viktig for bevegelsen til et fluid.
I det folgende skal vi se bort fra viskositet og friksjon. Da sier vi at fluidet er ideelt.
Likninga vi da ender opp med kalles Eulers likning.

Dersom vi hadde tatt med viskositet og friksjon hadde vi endt opp med Navier—
Stokes likning. Navier—Stokes likning utledes i emnet MEK2200 og brukes i emnet
MEK3230.
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I det folgende begrenser vi oss til to typer krefter: trykkraft og tyngdekraft.

Newtons andre lov anvendt pa fluidpartikkel

I det folgende skal vi betrakte et kontrollvolum som er en fluidpartikkel. Dette
er et infinitesimalt materielt kontrollvolum som beveger seg med fluidet.

La fluidpartikkelen ha masse m, volum V og veere avgrenset av overflate S.
Partikkelen har tetthet p, = 7, posisjon 7, hastighet v, og akselerasjon a,,.

Fluidpartikkelen er del av et kontinuerlig medium med massetetthet p(r,t) og
hastighet v(r,t). I sa fall har vi p, = p(r,,t) og v, = v(r,, 1), og vi har relasjonen
mellom partikkelakselerasjon og fluidhastighet a, = ddit” = % = %—;’ + (v- V).

Summen av alle krefter som virker pa fluidpartikkelen er gitt ved trykkraft og

tyngdekraft
F=— / pndo + mg
S

Dersom vi starter med Newtons andre lov (12.1)

map:—/pnda—i-mg
S

og benytter uttrykket for partikkelderivert pa venstre side, og benytter Gauss sats
pa hgyre side, sa far vi

m(a—v—i—('wV)'v) :—/Vpd7+mg
ot v

Dersom vi na husker at fluidpartikkelen er infinitesimal, sa innser vi at integranden
i volumintegralet er i praksis konstant over volumet V' sa volumintegralet er lik
integranden multiplisert med volumet V. Vi deler pa m og bruker at p = 3 og far
Eulers likning

ov 1
E—i—(v-V)v——;Vp-i—g

Likningssystemet sa langt

Sa langt har vi kontinuitetslikninga som ei skalar likning, og Eulers likning som
er ei vektor likning med tre komponenter, det gir tilsammen fire skalare likninger.

De ukjente er de to skalarene trykk og tetthet, og hastigheten som har tre kom-
ponenter. Det er tilsammen fem skalare ukjente.

Vi mangler ei likning. Den manglende likninga kalles gjerne for tilstandslikninga
til fluidet. Denne likninga far vi generelt fra fagomradene termodynamikk eller sta-
tistisk fysikk. Vi skal ikke diskutere generelle tilstandslikninger her. Vi skal heller
avgrense oss til spesielle tilfeller som for eksempel a kreve at fluidet er inkompressi-
belt eller at tettheten er konstant eller at hastighetsfeltet er kjent. Dermed avgrenser
vi oss slik at vi har tilstrekkelig mange likninger.

Generelt er disse likningene vanskelige a lgse for hand. Vi skal her vise noen enkle
eksempler for a finne trykket p dersom vi antar at tettheten p og hastigheten v er
kjent.
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Eksempel: Stillestaende fluid v = 0, hydrostatisk trykk

Tettheten trenger ikke veere konstant. Vi kan tillate at tettheten er funksjon av
vertikal posisjon, p(z), hvor z-aksen peker oppover. Typisk vil vi ha % < 0, fordi
dersom tettheten gker oppover sa vil fluidet veere ustabilt og vil komme i bevegelse.

Et praktisk eksempel er at salt og kaldt vann er tungt og ligger nederst, mens
ferskt og varmt vann er lett og ligger gverst.

Det er en fin gvelse a sjekke at kontinuitetslikninga er oppfylt.

Eulers likning reduserer seg til

Vp =p(z)g
Ettersom vi antar at z-aksen peker oppover, sa har vi g = —gk, og vi far pa kom-
ponentform
Ip Ip Ip

De to forste likningene sier at trykket ikke er funksjon av de horisontale koordinatene,
mens den tredje likninga kan integreres opp og gir

pz—/zp(f)gd@rc

20

hvor zy er en referansehgyde og ¢ er en vilkarlig konstant. Dette er formelen for
hydrostatisk trykk for variabel tetthet.
Dersom tettheten er konstant har vi lgsning

p=—pg(z —2) +c=—pgz+C

hvor C' er en annen vilkarlig konstant. Dette er formelen for hydrostatisk trykk for
konstant tetthet.

Eksempel: Typisk vindprofil over bakken: Skjserstrgm
Vind som bléaser horisontalt over en horisontal bakke kan beskrives ved modellen

v=10(2)i

hvor det vil veere naturlig & anta at % > 0 slik at det blaser fortere jo hgyere opp
over bakken vi kommer.

Tettheten trenger ikke veere konstant, vi kan tillate at tettheten er funksjon av
vertikal posisjon, p(z).

Det er en fin gvelse a sjekke at kontinuitetslikninga er oppfylt.

Hastighetsfeltet er stasjoneert, % = 0. For a finne den konvektive akselererasjo-
nen starter vi med v -V = v(z)2, og deretter (v V)v = v(z)ag—(xz)i = 0. Folgelig

vet vi at vi har verken lokal eller konvektiv akselerasjon, og vi star igjen med kun
to ledd i Eulers likning

Vp =p(z)g
Dette er ngyaktig samme likning som vi hadde for stillestaende fluid, og vi innser
derfor at trykket er hydrostatisk.

Dette er kanskje et overraskende resultat: Vi kan ha hydrostatisk trykk i et fluid
som pa ingen mate star i ro!
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12.5 Dynamisk grensebetingelse for trykk der hvor
vann mgter luft

I det fglgende vil vi ha behov for & palegge et dynamisk randkrav der hvor vann
moter luft. At randkravet er dynamisk betyr at det er basert pa en kraft-balanse.

Vi benytter et kontrollvolum som er en materiell fluidpartikkel pa grenseflaten,
med form av en rektanguleer boks som vi lar strekke seg langs grenseflaten slik at den
ene siden av kontrollvolumet er i luft og den andre siden er i vann. Se figuren hvor
grenseflaten er markert i sort og kontrollvolumet er markert i blatt. Tyngdekrafta
F, pa kontrollvolumet er markert i gult. Trykkreftene Fj.g fra luft og Fian, fra vann
er markert i gront. Krefter som skyldes overflatespenning, F, som virker tangentielt
til grenseflaten, er markert i rgdt.

Luft med trykk Po

Vann med trykk P

Overflatespenning bidrar blant annet til at insekter kan ga pa vannoverflaten.
Vi skal ikke diskutere overflatespenning i MEK1100, dette kommer i senere MEK-
emner.

La de to sidene med grgnn kraftvektor ha areal A. La enhetsnormalvektoren
n til grenseflaten peke fra vann mot luft. La trykket i lufta veere pg og trykket i
vannet vaere p. Den totale trykkkrafta pa kontrollvolumet vil veere F, = (p — po) An.
Fluidet inni kontrollvolumet har masse m som blir trukket nedover av tyngdekrafta
F, = mg. Den totale krafta pa kontrollvolumet blir F' = F, + Fg + Fj,.

Newtons andre lov kommer til anvendelse for kontrollvolumet fordi det er materi-
elt. Newtons andre lov for kontrollvolumet sier at F' = ma hvor a er akselerasjonen
til kontrollvolumet. Dersom vi ser bort fra overflatespenning, Fs = 0, star vi igjen
med

ma = (p — po)An + mg

Dersom vi na lar tykkelsen pa kontrollvolumet ga mot null, slik at massen gar mot
null, samtidig som vi insisterer pa at kontrollvolumet ikke skal ha uendelig aksele-
rasjon, sa innser vi at trykket ma veere kontinuerlig pa grenseflaten mellom vann og
luft:

D= po der hvor vann mgter luft

Dersom lufttrykket er konstant py sa ma trykket i vannet veere konstant p = py pa
den frie overflaten.

NB! Dersom vi hadde tatt hensyn til overflatespenning ville vi fatt en trykk-
forskjell mellom vann og luft avhengig av krumningen til overflaten. Dette kommer
altsa i senere MEK-emner.

Eksempel: Hydrostatisk trykk med fri overflate
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Vi sa tidligere, pa side 147, at formelen for hydrostatisk trykk med variabel
tetthet er B
o) = [ @i+
20
hvor zy er en referansehgyde og ¢ er en konstant. Dersom dette er trykket i ei vaeske
som er i kontakt med luft som har konstant trykk py over en fri overflate z = n(x, t)
sa kan vi sette inn i det dynamiske randkravet ved den frie overflaten, p = py ved

z=n(z,y), .
mz,y
Po= — / p(&)gdé + ¢

20
Det burde na veere opplagt at n ma vaere konstant, og vi kan like godt sette referanse-
hgyden zy lik denne konstante verdien. I sa fall er ¢ = py og vi far det hydrostatiske
trykket

P =po— / p(&)gde for vaeska med fri overflate i z =7
U
Dersom tettheten er konstant har vi lgsning

p=po—pg(z—mn) for veeska med fri overflate i z = 7

Legg merke til at vi na har forklart hvorfor den frie overflaten til stillestaende
vann er en flat horisontal flate!

Eksempel: Vann roterer som stivt legeme med fri overflate

Dette eksemplet svarer til var dagligdagse erfaring med & rgre rundt i en kopp
med vann eller te.

Vi bruker polare koordinater {R,#, z} med z-aksen vertikalt opp i sentrum av
koppen og med R som radiell avstand fra z-aksen. Posisjonsvektor er r = Rig + 21..

La vinkelhastigheten til rotasjonsbevegelsen veere w = wi,. Hastighetsfeltet er

V=w X r=wkRiy.

Vi lar tettheten p veere konstant. Det er en fin gvelse a vise at kontinuitetslikninga
er oppfylt fordi hastighetsfeltet er divergensfritt.

Hastighetsfeltet er stasjonaert, %g” = 0. For a finne den konvektive akselerasjonen
starter vi med v+ V = wR+ 2% = wy, og deretter (v-V)v = wd (wRip) = —w?Rig.

Dette er en sentripetal akselerasjon, akselerasjon inn mot senstrum i en sirkel. For
a bevege seg med konstant fart rundt en sirkel ma man altsa akselereres inn mot
sentrum.

Eulers likning blir pa vektor form

1
—w?Rip = —~Vp — gk
p

P& komponent form (i radiell, asimutal og vertikal retning) far vi tre likninger for a
bestemme trykket
dp 9
L 2R
or ~ ™
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— =0
00
op
og vi finner trykket
1
p= §pw2R2 — pgz +c¢

hvor ¢ er en vilkarlig konstant.

Vi kan bestemme konstanten ¢ ved a sette inn i det dynamiske overflatekravet:
Vannet i koppen har en fri overflate i kontakt med luft ved hgyden z = n(R,6).
Pa den frie overflaten ma trykket i vannet veere lik det konstante lufttrykket pg. Vi
setter dette inn i trykklikninga ovenfor og far

1
po = 5P R = pgn(R, 0) +
Det fgrste vi legger merke til er at den frie overflaten ikke kan veere en funksjon
av vinkelen 6, den frie overflaten er altsa z = n(R).

Formen til den frie overflaten er en rotasjonsparaboloide

1 /1
n(R) = p (§pw2R2 —po+ c)

Dersom vi né, for eksempel, bestemmer at den frie overflaten i sentrum er n(0) =
0, s& ma ¢ = pg, og vi finner

w2 R?
n(R) = 2%

Fysisk forklaring

Forklaringen pa hvorfor det blir fordypning i vannoverflaten nar man rgrer rundt
vannet i en kopp er folgende: For at vannet skal bevege seg i sirkelbane ma vannet ha
en sentripetal akselerasjon, altsa akselerasjon inn mot sentrum i sirkelen. Sentripetal
akselerasjonen forarsakes av trykkgradienten Vp i vannet. Trykket i vannet ma altsa
avta inn mot rotasjonsaksen. Dersom trykket i vannet blir mindre en trykket i lufta,
sa vil lufta skyve bort vannet. Jo naermere rotasjonsaksen vi kommer, jo mer klarer
lufta & skyve bort vannet. Fglgelig danner det seg en fordypning i vannoverflaten
midt i koppen.

Eksempel: Mer generell rotasjon
Vi bruker polare koordinater og antar et hastighetsfelt pa folgende form

v=0aR"1
hvor eksponenten n kan veere hva som helst. Rotasjon som fast legeme svarer til
n=1.

NB! Konstanten « har fysisk enhet som avhenger av potensen n. Det er en fin
gvelse a bestemme den fysiske dimensjonen til «.
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Forst legger vi merke til at hastighetsfeltet er stasjoneert, % = 0. For a finne

den konvektivt deriverte starter vi med v-V = ozR"%(% = ozR”fl%, og har deretter
(v-V)v = aR”_l% (aR"y) = —a?R?""'4x. Eulers likning blir pa vektor form

1
—a%rTl, = —ZVp — gk
P

Dette gir oss tre komponent likninger for & bestemme trykket

(9])_ 2 p2n—1
or PR
dp
%—0
9% _ _
az_ pg

og vi finner trykket for n # 0

1 n
p=po—pgz+5-pa’R’

og forn =10
p=po—pgz+pa’lnR

Eksempel: Enda mer generell rotasjonsbevegelse i vann
La oss se pa en enda mer generell roterende bevegelse

v =10v(R)ig

Vi lar altsa hastigheten kun veere rettet i asimutalretning 4, og vi krever at farten
kun er en funksjon av radius R.

Det er en fin gvelse a sjekke at kontinuitetslikninga er tilfredstilt.

La oss finne partikkelakselerasjonen. Forst legger vi merke til at hastighetsfeltet

er stasjonaert, % = 0. For a finne den konvektivt deriverte av hastigheten starter vi
med (R) o
v
LV = il
! R 00
og har deretter
v(R) 0 [(v(R) _ ¥*(R)
(v-V)v=—% ae( R"”) "R"
Eulers likning blir
2
1
_— ](%R)ir =——Vp—gk

Dette gir oss tre likninger, i { R, 0, z}-retning, for & bestemme trykket

op _ v(R) O _ % __
o "r w9 O 9. M
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som gir

[T L,
p—p/o ¢ d§ — pgz +c

hvor ¢ er en vilkarlig konstant.

Eksempel: Fri overflate for roterende vann
Dersom vi setter inn i grensebetingelsen for trykk der hvor vann mgter luft,
p=po ved z = n(R,0), far vi

R 2
pozp/o %@dﬁ—pgn(ﬁeﬂc

Vi innser at den frie overflaten ma vaere uavhengig av vinkelen 8. Den frie overflaten
ma vaere z = n(R) gitt ved

R .2 _
7R = /0 Ug(ff) e+ pgpo

Det er ggy a finne ut hvordan overflaten ser ut for noen utvalgte hastighetsfelt.
Vi kan se pa en én-parameter familie av hastighetsfelt

R\".
UZQ}RO(E@) 19

hvor 0 < R < Ry hvor Ry er radius til den sylinderformede beholdren. Farten er
proporsjonal med radius R opphayet i n-te potens. Husk at rotasjon som stivt legeme
svarer til n = 1.

Vi finner den frie overflaten

2n
Wl ﬁ) + ¢, forn #0
w?R32 R _
goln<R—0)+cn forn=20

hvor ¢, er konstanter som kan veere forskjellige for hver n.
Det kan veere naturlig & bestemme konstantene ¢,, ut fra kravet fURO n(R)RAR =
konstant dersom det totale volumet av vann i beholderen hele tiden er det samme.
I figuren nedenfor har vi tegnet opp n(R) for n = 1 (cyan), n = 0.5 (magenta),
n = 0.25 (bld), n = 0 (grgnn), n = —0.5 (rod) og n = —1 (gul), mens den svarte
stiplede streken er horisontal og tilsvarer at vannet star i ro:
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-1 -0.5 0 0.5 1

I figuren har vi vist overflaten for bade positive og negative R, det er egentlig
feil fordi den radielle sylinderkoordinaten er ikke-negativ. Dog er overflaten symmet-
risk rundt rotasjonsaksen R = 0, sa illustrasjonen er representativ for et tverrsnitt
gjennom rotasjonsaksen.

Legg merke til at for n > 0.5 krummer overflaten oppover og for n < 0.5 krummer
overflaten nedover. Legg ogsa merke til at for n > 0 er overflaten ikke singuleer i
R =0, mens for n < 0 er overflaten singuleer i R = 0.

Ut fra var dagligdagse erfaring kan det se ut som om n > 0.5 kan passe nar vi
rgrer rundt i en kopp med vann, mens n < 0.5 kan passe nar vi trekker ut proppen
i en vask etter a ha rgrt rundt i vannet?

12.6 Bernoullis likning for stasjonaer strgm

I litteraturen snakker man om to forskjellige likninger som begge kalles Bernoullis
likning og som begge utledes som spesialtilfeller av Eulers likning. Begge Bernoullis
likninger er skalare likninger og er derfor ofte enklere a jobbe med enn Eulers likning
som er en vektor likning.

Her skal vi utlede kun den ene av Bernoullis likninger, for stasjoneer strgmning
%—;’ = 0 som ikke trenger a veere virvelfri. I videregaende MEK-emner utledes den
andre av Bernoullis likning for potensialstrom v = V¢ som ikke trenger a veere
stasjonaer.”

Det er saerdeles viktig a ha klart for seg antakelsene som gjgres og betingelsene
for & anvende Bernoullis likning. Vare antakelser skal veere stasjonger strgm, ideelt
fluid og konstant tetthet, men ikke virvelfri strgm.

3Noen forfattere, f.eks. Matthews [5] og Gjevik & Fagerland [2], omtaler kun den stasjonaere
likninga som “Bernoullis likning”, og sier for eksempel “Eulers trykklikning” for & angi den andre
likninga. Andre forfattere kaller derimot begge likningene for “Bernoullis likning”.
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Vi starter med Eulers likning

ov 1
— -V)v=—--V
Vi antar at hastighetsfeltet er stasjoneert, %—;’ =0.

Vi skal na forsgke a skrive om sa mye som mulig av denne vektorlikninga som en
gradient, for derved a kunne integrere den opp til en skalarlikning:

Leddet med tyngdens akselerasjon kan skrives g = —V/(gz) dersom vi antar at
z-aksen peker oppover.

Vi antar at tettheten er konstant slik at vi kan skrive %Vp =V (%).

Det konvektivt akselererte leddet kan vi skrive om ved hjelp av fglgende identi-
teter (pil peker ned pa det som V-operatoren skal derivere):

(Vx%;)xv:v-v'z%—v'i)-v

1
AN

V(v-’u):V%Jﬂv—l—Vv-%J:V%wv—i—V%)-v:QV'ziyﬂv
og fplgelig
v

2
U-V’v:cxv—FV(?)

hvor vi har introdusert ¢ = V x v for virvlinga til v.
Na kan vi samle alle gradient-ledd under et felles gradient-symbol

2
cxv+v(2+v_+gz):o
p 2

Vart mal er na a kvitte oss med det ene leddet som ikke er en gradient. Dette
kan vi gjore ved a prikke med et infinitesimalt kurveelement dr langs en strgmlinje.
Husk at strgmlinjer er definert ved likninga v x dr = 0. Vi far

dr-exv=c-vxdr=90

Vi star igjen med

dr -VB=dB =0

hvor

2
v

B=£+—+gz
p 2

og folgelig har vi Bernoullis likning

2
v
b + 5 + gz = konstant langs en strgmlinje

B—
Dersom hastighetsfeltet er virvelfritt, ¢ = V x v = 0, er det ikke ngdvendig at
kurveelementet dr gar langs en strgmlinje, og vi far at uttrykket for B er lik den
samme konstanten overalt, ogsa pa tvers av strgmlinjer
p v
B==+ 5 + gz = konstant
p
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Dersom hastighetsfeltet har virvling, ¢ = V x v # 0, vil konstanten mest sann-
synlig veere forskjellig fra én strgmlinje til en annen. Utfordringen med Bernoullis
likning er i sa fall at den ikke forteller oss hvordan konstanten endrer seg fra én strgm-
linje til en annen. Dette er det viktig a veere klar over sa vi ikke bruker Bernoullis
likning i utide.

La oss til slutt oppsummere betingelsene for Bernoullis likning:
1. Ideelt fluid — ingen friksjon (ingen viskositet)
2. Stasjonsert hastighetsfelt

3. Konstant tetthet

Eksempel: Stillestaende fluid v =0
For stillestaende fluid har vi at virvlinga er null, og konstanten er den samme pa
tvers av strgmlinjer. Bernoullis likning reduserer seg til den hydrostatiske trykkfor-
melen
p=—pgz+c

hvor ¢ er en vilkarlig konstant.

Eksempel: Typisk vindprofil over bakken: Skjaerstrgm
Vind som blaser horisontalt over en horisontal bakke kan beskrives ved modellen

v=10(2)i

I dette tilfellet har hastighetsfeltet virvling, V x v = %j , og vi ma derfor ta
hensyn til at Bernoullis likning har forskjellig verdi for konstanten langs forskjellige
strgmlinjer. Strgmlinjene er i dette tilfellet rette horisontale linjer. Bernoullis likning
forteller oss derfor kun at trykket er konstant i en gitt hgyde over bakken. Dette er
ikke et spennende resultat!

Fra tidligere vet vi at trykket i dette tilfellet er hydrostatisk, men Bernoullis
likning er ikke i stand til a fortelle oss det!

Eksempel: Vann roterer som stivt legeme og har fri overflate
Anta vi rgrer rundt i en kopp slik at vannet beveger seg som et stivt legeme

Vv=wXTr=wRiy
Bernoullis likning sier na at

w?R?
P,
p 2

+ gz = konstant . ..

La oss sette dette inn i overflatekravet p = py ved z = n(R). Vi far da

w?R?

ooy

,0 5 T gn(R) = konstant . ..
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og vi finner derfor
Ww?R?  py konstant ...

7(R) 29 g g

Dersom vi ser tilbake pa et tidligere eksempel sa kan det na se ut som om det
kvadratiske leddet i R har feil fortegn? Dette leddet har imidlertid ikke feil fortegn!
Og praktisk erfaring tilsier at det ikke blir en haug med vann i midten av en kopp
nar vi rgrer om!

I dette tilfellet har hastighetsfeltet virvling, V x v = 2w. Vi vet derfor at kon-
stanten i Bernoullis likning kan ha forskjellig verdi langs forskjellige strgmlinjer.
Stremlinjene er sirkler i horisontale plan med sentrum i rotasjonsaksen, altsa funk-
sjon av R. Bernoullis likning sier derfor kun at trykket er konstant langs hver slik
sirkel. Bernoullis likning forteller derfor kun at formen pa den frie overflaten er en
funksjon av radius R, men forteller ikke hvilken form overflaten har som funksjon
av R. Dette er ikke et spennende resultat!

Bernoullis likning kan i dette tilfellet ikke fortelle oss hvilken form overflaten har!

Eksempel: En rotasjonsbevegelse i vann slik at Bernoullis likning kan
fortelle oss formen til den frie overflaten
Vi har tidligere sett pa en én-parameter familie av roterende hastighetsfelt

n
V= wRO (%) 'ig
hvor farten er proporsjonal med radius R opphgyet i n-te potens. Rotasjon som stivt
legeme svarer til n = 1.
Dersom dette hastighetsfeltet er virvelfritt for en spesiell verdi for n sa kan
Bernoullis likning fortelle oss hvilken form overflaten vil ha!
Det kan veere spennende & undersgke om det finnes en verdi for n slik at dette

hastighetsfeltet er virvelfritt, og i s& fall finne hvilken form den frie overflaten har!
Vi regner ut virvlinga

V x (R"ig) = (n+ 1)R" 'k

Hastighetsfeltet er virvelfritt dersom n = —1. Dette er den eneste potensen som
tillater & bruke Bernoullis likning med felles konstant overalt. Hastighetsfeltet er da

v = wR%i
og Bernoullis likning sier
P W Ry N
- z=c
p 2R? g
hvor ¢ er samme konstant overalt. Vi kan lgse for trykket
2 p4
 pwiRy
P=—"5pz —P9ZEpC

som er samme resultat som vi kunne ha funnet direkte fra Eulers likning.
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Den frie overflaten z = n(R) vil da ha formen

wQRé
29 R?

n(R) =«

hvor « er en konstant.
Denne overflaten krummer ned og har en singularitet for R = 0.

12.6.1 Eksperiment “Toricelli”: Hvor fort renner vann ut av
et kar?

Vinavngir eksperimentet til sere for Evangelista Torricelli (1608-1647) som oppdaget
“Toricellis lov” i 1643. Toricelli var inspirert av Galileo Galilei (1564-1642), men levde
for tidlig til & bli kjent med Newtons lover (Isaac Newton 1642-1726). Vi har sett at
Eulers likning er en tilrettelegging av Newtons andre lov for anvendelse pa et ideelt
fluid (Leonhard Euler 1707-1783), og vi har sett at Bernoullis likning er en videre
tilrettelegging av Eulers likning dersom visse betingelser er oppfylt (Daniel Bernoulli
1700-1782). Vi skal na se at Toricellis lov fglger fra Bernoullis likning, men husk at
Toricellis lov ble oppdaget fgr bade Newton, Euler og Bernoulli.

En analogi: Hvor fort faller en ball?

Forst skal vi se pa en analogi: Vi slipper en ball med masse m som holdes i ro i
en hgyde h over bakken. Ballen treffer bakken med en fart v. Dersom vi se bort fra
friksjon i luft, og dersom vi i tillegg ser bort fra at ballens bevegelse vil sette lufta
i bevegelse, sa ma den opprinnelige potensielle energien mgh veere lik den kinetiske
energien %va ved nedslag. I sa fall er nedslagsfarten

v =1/2gh (12.2)
uavhengig av ballens masse.

Vann som renner ut av et apent kar

Vart kar er en vertikal sylinder med diameter D = 17 cm, apent i toppen og
lukket i bunnen. Gjennom bunnen er det et lite utlgpshull med diameter d = 1 cm
som vi kan apne og lukke.

Den frie overflaten er i kontakt med luft i en hgyde h over bunnen. Nar vannet
renner ut av utlgpshullet kommer det umiddelbart i kontakt med luft. Fglgelig vet
vi at trykket i vannet, bade gverst og nederst i vannsgylen, ma veere lik lufttrykket

Po-
Overflaten synker med synkefart V', og vi innser at relasjonen mellom h og V' er

dh

V=-——.
dt

(12.3)
(minustegn fordi V' er en positiv fart og hgyden h avtar).

Det kan innvendes at med en fri overflate som synker sa har vi ikke stasjonsere
forhold, og derfor kan ikke Bernoullis likning brukes. Vi skal imidlertid anta at
overflaten synker sa langsomt at vi i praksis har stasjonsere forhold. Vi skal snart se
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at dette er en god tilnezerming sa lenge utlgpshullet er lite i forhold til beholderens
tverrsnitt.

Vi kan finne en relasjon mellom synkefarten V' pa overflaten og utlgpsfarten v
pa bunnen ved hjelp av kontinuitetslikninga

9p

ot
Dersom tettheten p er konstant sa faller de to fgrste leddene bort og vi har diver-
gensfri hastighet V - v = 0, dessuten vet vi at vann uansett er inkompressibelt sa
V -v = 0. La oss anta at hastigheten er konstant i tverrsnittet pa overflaten, og
konstant i tverrsnittet i utlgpet. Vi integrerer over et kontrollvolum som inneholder
alt vann i karet, og vi anvender Gauss sats, og vi far at den integrerte volumfluksen
gjennom overflaten er lik den integrerte volumfluksen gjennom utlgpshullet

(5 ()

— <§>2. (12.5)

La oss velge en strgmlinje fra overflaten ved z = h til utlgpshullet z = 0. Husk
at trykket i vannet er lik lufttrykket, p = po, pa begge steder. Folgelig gir Bernoullis
likning at

+v-Vp+pV-v=0 (12.4)

eller

v2 o V2
—_ = — h. 12.6
5 =5 T (12.6)
Dersom vi substituerer inn ( ) far vi
~ +\/2gh. (12.7)
1 _

Tilngermingen er meget god for vart eksperlment: Med D = 17 cm og d = 1 cm,
(d/D)* = 0.00001, begér vi en feil i femte siffer!

Vi har na utledet Toricellis lov v = v/2gh. Det er egentlig ganske pussig at vi
ender opp med samme uttrykk som fallfarten til en ball i likning (12.2)!

Dersom vi uttrykker Toricellis lov ved hjelp av synkefarten istedenfor utlgps-
farten, og vi benytter relasjonen (12.3) til & eliminere V', ender vi opp med den
separable differensiallikninga

dh (D\?

Akkurat denne likninga er brukt som eksempel pa hvordan man kan lgse separable

differensiallikninger i Tom Lindstrgm sin bok “Kalkulus”, eksempel seksjon 10.4.5

(forrige utgave). Det anbefales & lese den seksjonen for & se hvordan stoffet kan

presenteres uten referanse til verken kontinuitetslikninga, Euler eller Bernoulli.
Dersom vi integrer fra tiden ¢y med hgyde hq til tiden ¢t med hgyde h

[ () s
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far vi

eller
g (d QA
h=+vhy—4/2| = t
vh V2 D>
eller
d ? g d 4A 2
h=hy—\/2qhy| = | At+Z| = t
o~ Voo () s+ 2 (5] @
eller

— / d\’ g(d ! 2

hvor At =t —t.
Overflaten synker altsa som en parabel med hensyn pa tid

1
0.8 '
0.6
04 ;
0.2 ;

0

I

0 020406 08 1 12 14
T

H:l—\/§T+%T2 hvorT:,/h%(%)QAt OgH:hio'
Vi kan derivere med hensyn pa tid

Overflatens synkefart avtar altsa linezert.

Demonstrasjonsforsgk:

(12.8)

(12.9)

(12.10)

(12.11)

Malingene legges inn i et regneark som gjgres tilgjengelig. I regnearket er “be-
regning 1” forste ledd pa hgyre side av (12.10), “beregning II” er summen av begge
ledd pa hgyre side av (12.10), “avvik” er relativ differanse mellom beregnet og maélt
Ah, positivt avvik betyr at det rant ut mindre vann enn teorien sier i lgpet av gitt

tidsrom.

Feilkilder
Det er 1 hovedsak tre feilkilder:

e Hastigheten er ikke stasjonser

o Hastigheten er ikke konstant i tverrsnittene
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e Viskgs friksjon

Her skal vi kun estimere hvor stor feil vi gjor ved a anta at hastigheten er sta-

sjoneer:
Vi starter med Eulers likning
ov 1
— Vv =—-Vp—gk 12.12
G Vv —Vp—g (12.12)

For & estimere hvor stor feil vi gjgr ved a anta stasjonsert hastighetsfelt ma vi
finne ut hvor stort leddet dv/0t er i forhold til de andre leddene. Det enkleste er a
sammenlikne dette leddet med siste ledd pa hgyre side.

Fra likning (12.11) har vi at den tidsderiverte av synkefarten er

av|  [a\
at |~ I\D

og fra likning (12.5) har vi at den tidsderiverte av utlgpsfarten er

- (3

dt
og disse skal altsd sammenliknes med siste ledd i (12.12), altsa g.

Det er opplagt at utlgpet er det mest sensitive stedet og feilen er av relativ orden
(%)2. For D = 17 cm og d = 1 cm er dette 0.0035 som betyr at feilen burde ligge
pa like under 1%. Dette kan sammenliknes med feilene vi finner i eksperimentet:
Eksperimentet gir feil pa rundt 2-4%.

Feilen malt i eksperimentet er positiv, det betyr at vannet renner ut langsommere
enn var teori sier. Dette kan kanskje skyldes at vi ikke har tatt hensyn til viskgs
friksjon eller at hastigheten egentlig ikke er konstant i tverrsnittet ved utlgpet.

Eksperiment Med rotasjon

Vi kan rgre rundt i vannet for vi apner utlgpet. Hastighetsfeltet vil i sa fall ha
en asimutal komponent i tilleg til vertikal komponent v = v,k + vy2y. 1 tillegg vil
det veere en radiell komponent for & bringe vannet fra den vide seksjonen gjennom
det trange utlgpshullet.

Vil i sa fall tanken tgmmes fortere eller langsommere?

Resultatet fra eksperimentet med rotasjon tyder pa at tanken tgmmes mye lang-
sommere!

Spgrsmalet er na om vi kan prgve a forsta dette. Egentlig er dette et ganske
vanskelig problem, men vi kan gjore noen sterkt forenklede rgver-betraktinger for a
antyde i hvilken retning det gar: La oss anta vi kan betrakte den asimutale kompo-
nenten vy som en konstant og at hastigheten v er konstant i tverrsnittet!

Vi kan ganske lett vise at likning (12.9) da vil bli modifisert til

5 (d\’ d\*

I figuren ser vi resultatet fra likning (12.9) i blatt, og det ser ganske fornuftig ut.
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I figuren ser vi ogsa resultatet fra likning (12.13) i rodt. I starten ser vi at karet
tgmmes langsommere, slik som vi observerte i eksperimentene, men deretter ser vi at
likning (12.13) feiler spektakuleert. Det er kanskje ikke sa rart fordi likning (12.13) er
basert pa noen sterkt forenklede rgver-betraktinger. To av antakelsene vi har gjort
er na nemlig helt feil, nemlig at vy er konstant og at v er konstant i tverrsnittet.

Uansett gar det an & hevde at likning (12.13) er en delvis suksess fordi den
fanger opp den umiddelbare tendensen til at overflaten synker langsommere nar det
er rotasjon!

I neste delkapittel skal vi lezere om Kelvins sirkulasjonsteorem som forteller hvor-
dan asimutal komponenten vy vil endre seg ved denne typen rotasjon.

12.7 Kelvins sirkulasjonsteorem

Forst et lite sidesprang: Bevaring av angulaert moment

De som har tatt et introduksjonskurs i mekanikk har kanskje hgrt om loven for
bevaring av anguleert moment: En punktmasse m som beveger seg med hastighet v
i posisjon r relativt til et referansepunkt (origo) sies & ha angulsert moment L =
mr X v relativt til referansepunktet. Dersom det virker en kraft F' pa punktmassen
sier vi den er utsatt for et dreiemoment 7 = r x F' rundt referansepunktet.

Start med Newtons 2.lov, ma = F'. Kryss begge sider med r, mr x a =r x F.
Dette gir oss at det angulaere momentet endrer seg i tid i henhold til dreiemomentet,
% = 7. Nar dreiemomentet er null vil det anguleere momentet veere bevart i—’;’ =0.

Dette benytter for eksempel balettdansere seg av. Ved a redusere pa radius av en
rotasjonsbevegelse kan de oppna stor rotasjonshastighet: En balettdanser som gjor
piruett pa skgyter eller en annen balettdanser som gjgr piruett pa skgyter

Nok et lite sidesprang: Leibniz regel for a derivere et integral
Denne nyttige formelen ser ikke ut til a sta, i hvert fall ikke i stikkordregisteret, i

leerebgkene til MAT1100 eller MAT11107 Formelen kalles Leibniz regel for a derivere
et integral:

d @ - db(x) _

da(x) @) Of (x,t)
-+ /a 250 g

Poenget er at dersom bade grensene og integranden avhenger av x sa ma bade
grensene og integranden deriveres med hensyn pa x.

161


https://youtu.be/l2VuosSk9zU?feature=shared
https://youtu.be/l2VuosSk9zU?feature=shared
https://www.gettyimages.no/detail/video/figure-skating-pirouette-stock-footage/166543175
https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz_integral_rule
https://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz_integral_rule

Utledning av Kelvins sirkulasjonsteorem
Vi skal betrakte en lukket kurve A som avgrenser en flate o og hvor bade kurven
og flaten i sin helhet ligger i et fluid. Sirkulasjonen rundt den lukkede kurven er

C’:]{v-dr
A

N4 skal vi betrakte en materiell lukket kurve A(t).* Det vil si at den lukkede
kurven alltid utgjgres av de samme fluid partiklene som beveger seg med fluidets
hastighetsfelt v(r,t). Den lukkede materielle kurven vil saledes kunne flytte pa seg
og bli deformert.

Sirkulasjonen rundt den materielle lukkede kurven A(t) er en funksjon av tid

O(t) = 7{ ) o(r,t) - dr

Vi gnsker a studere hvordan sirkulasjonen rundt den materielle lukkede kurven
endrer seg i tid, vi gnsker altsa a beregne dcdit). Leibniz regel forteller oss at vi ma
derivere bade kurven og integranden med hensyn pa tid.

Vi skal benytte et knep for & unnga & matte derivere kurven direkte: La den
materielle kurven ved en vilkarlig tid ¢ veere parametrisert ved hjelp av kurven ved
en referansetid ¢y. Punktene langs kurven A(¢) er folgelig gitt ved en avbildning

r(&,t) hvor £ lgper rundt den lukkede referansekurven A(t).

C(t) = fa(t) v(r,t)-dr = f;e)\(t )v(r(ﬁ,t),t) ~dr(&,t)

For a utfgre derivasjonen kan vi na begrense oss til & derivere kun integranden.

Konsekvensen av denne parametriseringen er at nar den tidsderiverte kommer
innenfor integraltegnet sa blir det en partikkelderivert som fglger partiklenes beve-
gelser i hastighetsfeltet. Vi far

%}@z?{%(v-dﬂ:f;{%dr—l—v-%}

Det siste leddet under integraltegnet bidrar ikke

fv.Dgr)_]fv.d%_]fv.dv_]fd(%#)_0

Vi har na utledet relasjonen

dC/(t
dew) _ fbo
dt \ dt
Na benytter vi Eulers likning
Dv 1
B V/
T P +f

4Det gir ogsa an & studere lukkede kurver A(t) som ikke er materielle, men det gir ikke like
interessante resultater.
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Her star f for fjernkrefter. Et eksempel er tyngdens akselerasjon f = g = —gk for
z-aksen orientert oppover. Dette gir

- f (e f o

Dersom fjernkreftene kan representeres ved et skalarpotensial ®, for eksempel
f =g = V(—gk) forsvinner det siste integralet

fVCID-dr:qu):O
A A
fordi kurven A er lukket.

Dersom fluidet er barotropt, det vil si at tettheten er kun en funksjon av trykket,
p = p(p), forsvinner ogsa det forste integralet

d

fi

x P(p)
nok en gang fordi kurven A er lukket. Et eksempel pa barotropt fluid er konstant
tetthet p = konstant.

Dermed har vi utledet Kelvins sats, nemlig at under disse forutsetningene er

sirkulasjonen rundt en lukket materiell kurve bevart

dC(t)

=\ _
dt

Prgv a se for deg at Kelvins sats sier i praksis det samme for et fluid som bevaring
av anguleert moment sier for punktmasser!

Anvendelser av Kelvins sats

Kanskje den viktigste anvendelsen av Kelvins sats er a begrunne hvorfor vi ofte
ngyer oss med a betrakte virvelfrie hastighetsfelt. Kelvins sats sier at dersom en
materiell del av et fluid starter virvelfritt s& ma det forbli virvelfritt. Virvling ma
derfor genereres av en arsak av en type som vi ikke har tillatt i utledningen ovenfor.

Vi har sett at dersom vi rgrer rundt i en vask eller et badekar, og trekker ut prop-
pen, vil rotasjonen til fluidpartiklene ga fortere jo lenger inn mot utlgpet de kommer.
Dette er i henhold til Kelvins sats. Det vi betrakter her er altsa asimutalhastigheten
til den samme partikkelen etterhvert som den nsermer seg sluket.

I eksperiment “Toricelli” sa vi bade pa fluid som renner rett ned og fluid som fgrst
rgres rundt for det renner ned. I det forste tilfellet rant vannet rett ned gjennom
sluket. I det andre tilfellet sprutet vannet ut til alle kanter nar det gikk ut under
sluket. Dette er en konsekvens av at rotasjonshastigheten var stor i utlgpet.

Skypumper (tornadoer) tiltrekker seg sirkulerende luft til et tynt rgr hvor lufta
stiger, der vil rotasjonshastigheten veere sveert stor (se illustrasjon i GF) og videoer
slik som Tornadoes 101 | National Geographic

Til slutt noe som i utgangspunktet ikke er en anvendelse av Kelvins sats:
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Betrakt den roterende strgmningen i en kopp som det har blitt rgrt rundt i. La
oss forestille oss at alle fluidpartiklene gar rundt i sirkelbaner; de gar rundt i de
samme lukkede materielle kurver hele tiden. Disse materielle kurvene vil ikke endre
seg. Dette sier ikke Kelvins sats noen ting om.

La oss se litt ngyere pa hva som skjer dersom vi har rgrt rundt i en kopp. La
oss tenke oss at det er noen lgse teblader eller pepperkorn i veeska: De vil samle seg
pa bunnen i midten av koppen! Dette skyldes et sekundeert stromningsmenster som
har en torus-liknende geometri.

For & ga i sirkelbaner ma fluidpartiklene ha en sentripetalakselerasjon. Denne
skaffes ved trykkgradienten. Trykket vil derfor veere stgrst lengst ut og mindre inn
mot rotasjonsaksen. Naer bunnen vil det veere et viskgst grenseskikt som bremser pa
vannets hastighet. Trykkgradienten vil veere gjeldende tvers igjennom det viskgse
grenseskiktet, men hastigheten i grenseskiktet vil bli redusert. Fglgelig vil trykkgra-
dienten bli for stor i forhold til sentripetalakselerasjonen som trengs for a holde seg i
sirkelbane. Trykkgradienten vinner og vann med teblader og pepperkorn vil bevege
seg inn mot rotasjonsaksen.

Vannet kan ikke hope seg opp i midten, det vil stige oppover, mens lgse partikler
som teblader og pepperkorn vil bli igjen pa bunnen naer midten.

Na vil Kevins sats gjgre seg gjeldende: Vannet som stiger opp neer rotasjonsaksen
vil ha en viss rotasjon. Etter & ha steget opp mot overflaten vil dette vannet bevege
seg utover og vekk fra rotasjonsaksen. Kelvins sats sier na at asimutalhastigheten i
sa fall vil bli redusert. Sekundeerstrgmningen som har en torus-geometri vil folgelig
bidra til a bremse rotasjonen i det indre av veeska i koppen. Bremse-effekten som
skjer i det viskgse grenseskiktet naer bunnen vil derfor forplante seg oppover og gjgre
seg gjeldene i veaeska hgyt over grenseskiktet!

12.8 Oppgaver
12.1 Vi har gitt et tidsavhengig hastighetsfelt
at

v = iz cos(at) + jye~

i kartesiske koordinater {x,y, z} og tid t. Vi har enhets koordinatvektorer %, j
og k i henholdsvis z, y og z retning. Konstantene «, § og ~v er positive.

(a) Finn partikkelbanen til en fluidpartikkel som starter i x = xy og ¥ = yo
ved tiden t = 0, og tegn partikkelbanen.

(b) Finn partikkelakselerasjonen i hastighetsfeltet.

12.2 En sylinderformet kopp med diameter D fylles forst med vann opp til en hgyde
h. Deretter rgrer vi rundt i koppen slik at hastighetsfeltet er gitt ved

V= Oszig

hvor « er en konstant. Vi antar at vannet har konstant tetthet p og at strom-
ningen er friksjonsfri.

164



12.3

I denne oppgaven bruker vi sylinderkoordinater { R, 6, z} med z-aksen orientert
oppover midt i koppen, med R som radiell avstand fra z-aksen, og med 6 som
asimutal-vinkelen. Vi bruker 2z, 29 og k for & angi enhets koordinatvektorer i
henholdsvis R, 6 og z retning.

Regn ut akselerasjonen til en fluidpartikkel som folger en strgmlinje.
En karusell i en forngyelsespark roterer med konstant vinkelhastighet w = wk
rundt z-aksen. k er enhetsvektor i z-retning og peker oppover, xy-planet er

horisontalt, r er radiell horisontal avstand fra omdreiningsaksen, 6 er vinkelen
i zy-planet slik at x = rcosf og y = rsin 6.

En person pa karusellen flytter seg innover mot sentrum med konstant fart v
i radiell retning, samtidig som hun roterer med karusellens bevegelse i vinkel-
retning, hun beveger seg derfor i henhold til hastighetsfeltet

UV = wrig — Voly,

hvor %, er enhetsvektor i radiell retning og 24 er enhetsvektor i vinkelretning.

Y

Merk: Dersom du prgver dette pa en karusell som roterer fritt vil du oppleve at
vinkelhastigheten gker. I denne oppgaven antar vi derimot at karusellen ikke
roterer fritt, men er styrt av en motor, slik at vinkelhastigheten holdes konstant!

Regn ut akselerasjonen til personen ved a regne ut den partikkelderiverte av
hastighetsfeltet v.

12.4 Figuren nedenfor viser en demning (tykk kurve). Til venstre for demningen er

det vann i et reservoar (mgrk farge). Til hgyre for demningen er det luft (lys
farge).
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Demningen har parabolsk tverrsnitt, z = h (—) , hvor den horisontale koor-
a

dinaten x er orientert vekk fra vannreservoaret, den vertikale koordinaten z er

orientert oppover, og den horisontale koordinaten pa tvers er y. Demningen kan
beskrives ved posisjonsvektor r = xt + y7 + zk hvor koordinatene er avgrenset
av 0 <z <a 0<y<bog0 <z < h. Bunnen er ved z = 0, og toppen
(vannoverflaten) er ved z = h. Figuren viser et snitt gjennom demningen for
fastholdt y-koordinat.

I lufta er trykket konstant p = py. Vannet i demningen har hydrostatisk trykk
p = po — pg(z — h) hvor p er tettheten til vann og g er tyngdens akselerasjon.
Ved vannoverflaten z = h er altsa vanntrykket lik lufttrykket p = py.

Regn ut den integrerte trykkraften som virker fra vannet pa demningen.

Regn ogsa ut summen av de integrerte trykkreftene som virker fra vannet og
fra lufta pa demningen.

Hint: Start med a beskrive demningen ved en passende parameterisering. Finn
deretter et uttrykk for normalvektoren og det infinitesimale flateelementet til
demningen.

I et horisontalt rgr med sirkuleert tverrsnitt er det en stasjonser strgmning
av vann. Rgret har en innsnevring. Strgmhastigheten antas & veere konstant
over tverrsnittet og rettet i rorets akseretning. Ved tverrsnitt S; er radius Ry,
trykket er p; og farten er vy. Ved tverrsnitt S5 er radius R.

Finn volumstrgmmen ved tverrsnitt S;. Argumenter for at volumstrgmmen ved

tverrsnitt Sy ma veere den samme. Finn farten vy og trykket ps ved tverrsnitt
So.
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12.6

12.7

I figuren ser vi
et fotografi av et
demonstrasjonsfor-
sok 1 MEK1100.
Et gjennomsiktig
sylinderformet  kar
er delvis fyllt med
vann som vi har
fatt til a rotere
rundt den vertikale
senteraksen. Vi ser
at vannoverflaten da
har fatt en spesiell
form.

Foto: Jon Kristian Dahl

I denne oppgaven skal vi anta at hastighetsfeltet til vannet er gitt ved
vV = C\/E’l:g,

og vi skal undersgke om dette hastighetsfeltet kan medfgre en form pa vann-
overflaten tilsvarende den vi ser pa bildet.

I formelen for hastighetsfeltet er ¢ en konstant. Vi benytter sylinderkoordina-
ter {R, 0, z} hvor z-aksen peker oppover langs senteraksen i sylinderen og R
er radiell avtand fra senteraksen. Vinkelen # ligger i horisontalplanet og har
tilhgrende enhets-koordinatvektor 2g.

Bruk Eulers bevegelseslikning til & finne trykket p overalt i vannet.

P& vannoverflaten, z = n(R), palegger vi randkrav at trykket i vannet er lik
det konstante lufttrykket py. Bestem formen til vannoverflaten.

(Det er ikke sikkert at den formen du finner stemmer fullstendig overens med bildet.)

En sylinderformet kopp med diameter D fylles fgrst med vann opp til en hgyde
h. Deretter rgrer vi rundt i koppen slik at hastighetsfeltet er gitt ved

v = aR%iy
hvor a er en konstant. Vi antar at vannet har konstant tetthet p og at strom-

ningen er friksjonsfri.

I denne oppgaven bruker vi sylinderkoordinater { R, 6, z} med z-aksen orientert
oppover midt i koppen, med R som radiell avstand fra z-aksen, og med 6 som
asimutal-vinkelen. Vi bruker ¢y, 29 og k for a angi enhets koordinatvektorer i
henholdsvis R, 6 og z retning.

Regn ut akselerasjonen til en fluidpartikkel som felger en strgmlinje.

167



Over vannet er det luft med konstant trykk py. Bevegelsen til vannet vil medfgre
at vannoverflaten ikke er horisontal, men derimot er en krum flate gitt ved
z =n(R,0). Bestem (R, 0).
Kan du bruke Bernoullis likning for a lgse denne oppgaven?

12.8 En sylinderformet kopp med radius a fylles med vann opp til en hgyde h. I den-
ne oppgaven skal vi bruke sylinderkoordinater {R,#, z} med z-aksen orientert
oppover midt i koppen, med R som radiell avstand fra z-aksen og med 6 som

asimutal vinkel. Vi har enhets koordinatvektorer 2z, 29 og k i henholdsvis R,
0 og z retning.

Vi rgrer rundt i koppen pa en slik mate at hastighetsfeltet er gitt ved
IR .
v="Uy/Zea 19
a

Vi antar at vannet har konstant tetthet p og at strgmningen er friksjonsfri.

hvor U er en konstant.

Over vannet er det luft med konstant trykk py. Bevegelsen til vannet vil medfgre
at vannoverflaten ikke er horisontal, men derimot er en krum flate gitt ved
z =n(R,0). Bestem n(R, 0).

Kan du bruke Bernoullis likning for a lgse denne oppgaven?

12.9 T kjelleren under Niels Henrik Abels hus har vi bygget et rektangulsert bglge-
basseng med horisontal flate A = 7m x 22m som kan fylles med vann opp til
hgyde h = 0.8 m. Bassenget kan tgmmes igjennom et vertikalt rgr med diame-
ter D = 6 cm som strekker seg L = 1 m ned under bunnen av bassenget. Vannet
er i kontakt med luft, med konstant lufttrykk po, bade ved den frie overflaten
og ved utlgpet av rgret. Tyngdens akselerasjon er g = 9.8 m/s?

A vV
|
¥

Finn et uttrykk for hvor lang tid det tar & tgmme bassenget.

Svaret skal oppgis ved hjelp av storrelsene A, D, h, L og g.
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12.10 En trakt med sirkulsert tverrsnitt er fyllt opp med vann til en hgyde z = hy
over utlgpet ved z = 0.

Det sirkulaere tverrsnittet til trakten har radius R = a + bz hvor z er hgyden
over utlgpet ved z = 0. Utlgpet har altsa radius R = a.

Vannet har konstant tetthet p og er i kontakt med luft med konstant trykk
po bade gverst og nederst i trakten. Det er tyngdens akselerasjon g som drar
vannet nedover.

Finn ut hvor lang tid det tar for vannet a renne ut til hgyden er redusert til
z=hy < hg?

Hint: For & gjore denne oppgaven overkommelig skal vi anta at hastighetsfeltet
er nesten stasjoneert i lgpet av den tiden det tar a redusere hgyden fra hg til
hi. Dessuten skal vi anta at stgrrelsen bz/a > 1 for hy > z > hy slik at vi kan
forenkle diverse uttrykk som for eksempel (1 + bz/a)* ~ (bz/a)?.

v
o, \\ 1 (z) /,
zzh]
z=0
v =V(0)
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Kapittel 13

Varmetransport

Temperatur

Temperatur 7" kan males i diverse enheter. Den vanlige enheten Celsius °C ble
tradisjonelt definert ved frysepunktet og kokepunktet til vann ved normalt trykk ved
havoverflaten. Vi skal foretrekke den absolutte skalaen Kelvin K. Trinnene i disse to
skalaene er like store. Temperaturen 0 K = —273.15°C er det absolutte nullpunkt.
Relasjonen mellom de to skalaene er

Temperatur i °C = Temperatur i K - 273.15

Varme

Det vi her kaller varme er det samme som man i klassisk termodynamikk ofte kal-
ler indre energi eller termisk energi. Varme kan fglgelig males og angis i en passende
enhet for energi.

Kanskje de to vanligste enhetene for energi er Joule J og “kilo Watt timer” kWh.
Vi har 1J = 1Ws, 1h = 3600s, og felgelig 1kWh = 3.6 MJ. En annen enhet for
energi er kalori med symbol cal. Vi har 1cal = 4.18 J.

Spesifikk og volumetrisk varme

Vi kan oppgi varme per masse eller per volum. Varme per masse kalles spesifikk
varme, som vi skal angi ved symbolet E, og som kan ha enhet J /kg. Varme per volum
kalles volumetrisk varme, denne oppnar vi ved a multipliserer med massetettheten
p som kan ha enhet kg/m?, vi far da pE som kan ha enhet J/m?.

Adjektivet spesifikk foran navnet pa en stgorrelse indikerer altsa at det er per
masse.

Termodynamisk tilstandslikning

Fra klassisk termodynamikk vet vi at et stoff som er i termodynamisk likevekt
oppfyller en tilstandslikning som relaterer tre termodynamiske variable, for eksempel
f(p,V,T) =0 hvor p er trykk, V er volum og T er temperatur. En annen mulighet
kan veere at den spesifikke varmen er funksjon av temperatur og trykk £ = E(T), p).

I dette emnet MEK1100 skal vi unnga & diskutere termodynamikk og tilstands-
likninger. Vi skal begrense oss til at den spesifikke varmen F kun avhenger av tem-
peratur, og at tettheten p ikke avhenger av verken trykk eller temperatur. I praksis
skal vi anta at vi ser pa prosesser som skjer ved konstant trykk.
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Vi kan da skrive spesifikk varme E(T) og volumetrisk varme pE(T).

Spesifikk varmekapasitet

Funksjonsuttrykket for den spesifikke varmen F(T) er ukjent for oss. Det gjor
ikke noe, for vi skal begrense oss til a se pa sméa endringer i varmen som konsekvens
av sma endringer i temperatur rundt en referansetemperatur 7Ty. Vi kan da utfgre
en Taylor-utviklingen rundt referansetemperaturen

E(T)%E(To)Jrg—?(T—To)er:E(To)+c(T—TO)+~~

Den deriverte av den spesifikke varmen med hensyn pa temperatur, ¢ = g—?, kalles
for den spesifikke varmekapasiteten og kan ha enhet J/(kg K). Vi skal betrakte denne
som en konstant.

Det er interessant a legge merke til at definisjonen pa kalori er den mengden
energi som trengs for a heve temperaturen av ett gram vann med én grad Celsius,
ved et trykk pa én atmosfaere. Ettersom 1cal = 4.18 J sa innser vi at den spesifikke

varmekapasiteten til vann er ¢ = 4.18 J/(gK).

NB! Den spesifikke varmekapasiteten er verken konstant eller entydig!

Egentlig er det ikke sa enkelt som vi antyder ovenfor. Den spesifikke varmeka-
pasiteten er ikke konstant, men kan variere drastisk med hensyn pa temperatur, og
spesielt med hensyn pa faseoverganger mellom fast stoff, veeske og gass. Dessuten
spiller det en rolle om vi beregner den deriverte ¢ = g—g ved konstant volum V' eller
ved konstant trykk p.

Vi skiller mellom den spesifikke varmekapasiteten ved konstant volum c¢y og
ved konstant trykk c,. Den grunnleggende forskjellen pa disse er fplgende: Dersom
vi varmer opp et stoff, og stoffet far lov til & utvide seg mens trykket holder seg
konstant, sa vil stoffet utfgre arbeid pa omgivelsene fordi stoffet vil skyve vekk
omgivelsene. Den tilfgrte energien vil ga delvis til oppvarming av stoffet og delvis
til & utfgre arbeid pa omgivelsene. Om vi derimot varmer opp et stoff, og stoffet
tvinges til a beholde sitt opprinnelige volum, sa vil all den tilférte energien ga til
oppvarming. Folgelig forventer vi at ¢, > cy. For gasser er bade den absolutte og
den relative forskjellen stgrre enn for vaesker.

Her er en tabell med noen typiske verdier:

Storrelse Cp cy PCp P
Enhet J/(gK) | J/(gK) | J/(cm?® K) | kg/m3
Is (—10°C) 2.05 1.938 916.8
Vann (25°C) 4.1813 4.137 4.1796 997.0
Vann (100°C) 4.1813 4.137 4.2160 958.4
Vanndamp (100°C) 2.080 1.56
Luft (rombetingelser) | 1.012 0.723 0.00121 1.20

Tabellen er satt sammen med tall fra en.wikipedia.org/wiki/Heat capacity,
en.wikipedia.org/wiki/Density og en.wikipedia.org/wiki/Ice.
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Betraktingene vi gjgr i dette emnet MEK1100 er best i overensstemmelse med &
holde trykket konstant, fglgelig er det ¢, som kommer til anvendelse i det fglgende.
Vi skal skrive bare ¢ uten indeks nar vi egentlig mener c,.

Sméa temperaturendringer uten faseoverganger
For sma endringer av temperatur utenom faseoverganger kan vi betrakte den
spesifikke varmekapasiteten som en konstant og vi kan skrive Taylor-utviklingen

AE =E(T) - E(Ty) ~ g—g(T —Ty) = cAT
hvor ¢ = g—? beregnet ved T' = Tj, og hvor Ty er en referansetemperatur.

Mange laerebgker gjgr feil ved a skrive at den spesifikke varmen er ¢T eller at den
volumetriske varmen er pcT’" hvor p og ¢ oppfattes som konstanter og hvor T" er den
absolutte temperaturen. Denne feilen forekommer bade hos Matthews i starten pa
hans kapittel 8.1 hvor det star at den volumetriske varmen er pcT', og den forekommer
hos Gjevik og Fagerland i fasit til oppgave 2 i kapittel 11 hvor nevneren i en brgk
er pcT'. I begge tilfeller burde det ha statt pcAT for AT =T — T liten.

Endring av varmemengde i et kontrollvolum
Vi ser pa et kontrollvolum V. Den totale varmen innenfor kontrollvolmet V' er

/V pE(T) dr

Dersom vi endrer temperaturen litt, og vi kan anta at tettheten og varmekapa-
siteten er omtrent konstant, sa vil endringen i den termiske energien veere

/ pcAT dr
1%

Eksempel: Pris for & varme opp luft og vann i hjemmene vare

Prisen for elektrisk energi kan konsulteres pa nett, for eksempel pa vevsiden
https://www.strompris.no/ eller hos din strgmleverandgr.

La oss anta at energiprisen er 1 kr/kWh. Stromregningen vi betaler bestar imid-
lertid av bade energiregning og nettregning, som en tommelfingerregel kan vi anta
at disse to er omtrent like store, vi skal derfor i det fglgende anta at stremregningen
vil veere 2 kr/kWh.

Prisen for & lufte stua: Anta stua har V = 10 -5 - 3 m? luft som byttes ut med
kald uteluft. Vi ma deretter varme opp denne lufta AT = 20 K. Dette vil koste

0.00121J/(cm3 K) - 150 m? - 20 K - 2kr/kWh ~ 2kr

Prisen for & ta seg et bad: Anta vi ma varme opp V = 2-0.5-0.5 m® vann
AT = 30 K for & ta oss et varmt bad. Dette vil koste

4.18J/(cm® K) - 0.5m? - 30K - 2kr/kWh = 35 kr
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13.1 Varmelikninga

Vi skal na gjgre regnskap for varmen i et vilkarlig fastholdt kontrollvolum V. Vi
antar at den indre energien kun er en funksjon av temperaturen.
Endringen av den totale varmen er

d

G [epmar= [ Sy ar

Den totale varmen i kontrollvolumet kan endre seg av tre grunner:
1. Varmekonveksjon — varmetransport fordi fluidet strommer med hastighet v
2. Varmeledning — varmetransport som ikke er assosiert med at fluidet strgmmer

3. Produksjon av varme i kontrollvolumet — f.eks. kjemiske reaksjoner, friksjon,
varmeovner, etc.

Varmekonveksjon er beskrevet av den volumetriske varmeflukstettheten pa grunn

av konveksjon
H, =pE(T)v

som kan ha enhet J/(m? s).

Varmeledningen er beskrevet ved hjelp av Fouriers lov som sier at varme ledes
fra der hvor det er varmt til der hvor det er kaldt med en proporsjonalitetsfaktor
k som kalles varmeledningstall. Dette gir den volumetriske varmeflukstettheten pa
grunn av ledning

H, = —kVT
2

som ogsd kan ha enhet J/(m* s). Varmeledningstallet k, som ogséa kalles termisk
konduktivitet, kan ha enhet J/(m s K).
Den totale varmeflukstettheten vil veere

H=H,+ H, = pE(T)v — kVT

Lokal produksjon av varme skal vi notere med symbolet ¢ som kan ha enhet
J/(m? s).
Totalregnskapet for varme i kontrollvolumet blir

BTy dr = —/(pE(T)v—k:VT)~nda+/ gdr
dt Jy s v

som vi kan omforme til kun ett felles volmintegral ved hjelp av Gauss sats. Det
faktum at vi har valgt et kontrollvolum som er fastholdt betyr at den tidsderiverte
gar rett igjennom integraltegnet

/V {% (pE(T)) +V - (pE(T)v — kVT) — q} dr =0

Ettersom kontrollvolumet er vilkarlig sa ma det som star inni slgyfeparentesen veere
lik null

% (pE(T)) + V - (pE(T)v — kVT) —q =0
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og dette uttrykket kan utvikles ved produktregelen

dp
ot

OE(T)
ot
Legg merke til at kombinasjonen av forste, tredje og femte ledd forsvinner pa grunn

av kontinuitetslikninga.
Na benytter vi kjerneregelen:

E(T)+p + E(T)v-Vp+pv-VE(T) + pE(T)V - v =kV*T + ¢

OF OFEOT or or
E_ﬁ_TE_CE og VE—a—TVT—cVT

Dermed kan vi skrive

DT 0T q
- = VT = gV2T + +
dt ot oV VL pc

k

hvor vi har introdusert varmediffusiviteten x = 2 Som kan ha enhet m?/s.

Eksempel: Den klassiske varmelikninga
Uten konveksjon v = 0 og uten varmeproduksjon ¢ = 0 star vi igjen med den
“klassiske” varmelikninga

oT )
i T
5 kV

og varmeflukstettheten
H=H,=—-kVT

Temperaturen vil gke/avta i tid der hvor temperaturprofilet krummer opp/ned
i rom. Varmefluksen vil veere orientert i retningen hvor temperaturen avtar.

Eksempel: Stasjonzer temperaturfordeling gjennom et vindusglass
Vinduet strekker seg fra x = 0 pa innsiden til x = L pa utsiden, har konstant
tverrsnitt A, termisk konduktivitet k, og har palagt temperatur T' = T}, ved x = xq
og T' = Tye ved x = x1. Ettersom vinduet antas a veere av fast stoff sa er det ingen
konveksjon, v = 0. Stasjoneer temperatur betyr % = (0. Varmelikninga gir oss da
0T

2 _
VT—W—O

Med randkravene far vi lgsninga

Tu e T‘inne
T(I) = th + T'inne-

Varmeflukstettheten er
Tute - ,-Tinnez.

L

Den integrerte varmefluksen gjennom et tverrsnitt S av vinduet for vilkarlig « er

H=—k

Tute - ﬂnne
L

Q:/H-ido—:—k A
S
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Legg merke til at dette svaret er uavhengig av x, det er et uttrykk for at det ikke
hoper seg opp varme noe sted i vinduet.

Eksempel: Hvor tykt ma et vindu eller en yttervegg vaere for a til-
fredsstille myndighetenes krav?

For & angi den isolerende evnen til vinduer, vegger osv. bruker man ofte en
stgrrelse som kalles U-verdi som er definert ved

| Q
U= AAT

L
L

hvor vi har brukt forrige eksempel som motivasjon. Se no.wikipedia.org/wiki/U-verdi.
Kravene i henhold til forskrift TEK17 (innfert 1/7-2017) er U < 0.8 W/(m? K) for
vinduer og U < 0.18 W/(m? K) for yttervegger.

Vi kan na regne ut hva som er minste tykkelse av diverse materialer, for at
myndighetenes krav om isolasjon i vinduer og vegger skal veere oppfylt:

Storrelse k Lyindu | Lyegg
Enhet | W/ (mK)| m m
Glass 1 1.3 5.6

Tarr sng 0.11 0.14 | 0.61
Luft 0.025 0.031 | 0.14

Vi innser at det ikke er vanskelig & lage en iglo som tilfredsstiller myndighetenes
krav!

Vi innser ogsa at glass er noe av det mest vanvittige byggematerialet dersom det
alene skal gi den ngdvendige varme-isolasjonen.

Luft hadde veert et seerdeles godt byggemateriale dersom det ikke hadde den leie
tendensen til & bevege seg. Vi skal straks se hvor liten konveksjonshastighet som
trengs for at konveksjon er mer effektiv en varmeledning for a transportere varme.

Et materiale som inneholder luft som tvinges til & sta i ro, for eksempel dobbel-
eller trippel-glass, eller porgs luftholdig isolasjon, er smart for & oppna gnsket isole-
rende evne uten at vegger og vinduer trenger a bli alt for tykke. Vi innser ogsa at
varme klaer bgr veere laget av stoffer som inneholder mye luft som ikke far lov til a
bevege seg.

Eksempel: Hvor fort ma luft bevege seg for at konveksjon er like ef-
fektiv som varmeledning?
Varmeflukstettheten er gitt ved

H = H, + H, = pE(T)v — kVT

men ettersom vi kun er interessert i varmefluks assosiert med temperaturendring sa
ngyer vi oss med

H = pcATv — kVT

Anta en karakteristisk temperaturdifferanse er |AT| = 10 K over en karakteristisk
og at en karakteristisk lengde L = 1 m slik at den karakteristiske temperaturgradi-
enten er [VT'| = |AT|/L =10 K/m.
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For luft har vi massetetthet p = 1.2 kg/m?, spesifikk varmekapasitet ¢ = ¢, =
1.012 J/(g K) og termisk konduktivitet £ = 0.025 J/(m s K).
For at konveksjon og varmeledning skal veere like effektive ma lufta bevege seg

med fart
_ kIVT] Kk 0.025 M _ 5. 10— o gy A

YT eAT| T peL T 12-1012-1s s s

Dette er ekstremt langsomt!

Vi bgr med andre ord ha respekt for hvor avkjslende en kald trekk kan veere,
eller hvor effektiv en varmluftsvifte kan veere for a gi hurtigere oppvarming!

Egentlig betyr kanskje “kald trekk” at vi egentlig ikke kjenner at lufta beveger
seg som en vind, men at vi likevel kjenner at det i hgyeste grad blir ubehagelig kaldt
som en fplge av at lufta beveger pa seg?

Eksempel: Varmetap ut av en termos

Vi skal forestille oss en termos fylt med varmt vann som holder T, = 65°C og
omgivelser som holder T, = 15°C. Temperaturdifferansen er AT = 50 K. Termosen
har ytre radius b = 3 cm og indre radius a = 2 cm og hgyde h = 20 cm. La oss anta at
det isolerende materialet i termosveggen tilsvarer isopor som har varmeledningstall
k = 0.033 W/(mK). La oss anta at vi kan se bort fra topp og bunn. Vannet inni
termosen har volumetrisk varmekapasitet pc = 4.18 - 10° J/(K m?). Finn ut hvor
stor varmefluks som kommer ut av sylinderveggen til termosen, og prgv a gjette hvor
lang tid det tar fgr det varme vannet har blitt avkjelt.

Dette problemet lgser vi best med sylinderkoordinater. La R veere radiell avstand
fra z-aksen og la 6 veere asimutal vinkel.

Med antakelse om stasjongere forhold og ingen konveksjon i det isolerende laget
vil varmelikninga reduseres til Laplace likning V27T = 0 som ma lgses med randkrav
T(a) =T, og T(b) = Tp. Vi antar at T'(R) ikke er funksjon av 6 eller z og ma lgse

10 oT

——— | R—= ] =0

ROR ( 8R)
Den generelle lgsningen er T'= aIn R + 3 hvor o og [ er konstanter. Innsetting av
randkrav gir to betingelser som lar oss bestemme o = (1, —T})/In(a/b). Det er ikke

ngdvendig & bestemme [.
Vi kan na finne varmeflukstettheten pa grunn av varmeledning ved Fouriers lov

. ka
Hl = —kVT = —’LRE

og den integrerte varmefluksen pa grunn av varmeledning

hor2m k o2rkh(T, — T,
Q:/Hl.nda:/ / Cint iRAg s = 2T . b)
s 0o Jo R 111(5)

Innsetting gir @) = 5.1W. Legg merke til at dette er riktig svar kun i det forste
gyeblikket fgr innholdet i termosen har blitt kaldere.
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La oss regne ut den totale varmen i termosen relativt til omgivelsestemperaturen,
nemlig € = pcVAT = 53 -10° J.

Na skal vi foreta en helt feilaktig utregning for tiden det tar for at innholdet i
termosen blir avkjglt, nemlig €/Q = 10* s = 2 timer og 50 minutter. Grunnen til at
dette er feil er fordi vi ikke har tatt hensyn til at avkjglingen ikke er en stasjonser
prosess, det vil si at vi burde egentlig ha lgst den tidsavhengige varmelikninga

oT

— =rV?T

or "
Det ligger utenfor pensum i MEK1100 & kunne lgse den generelle tidsavhengige
varmelikninga. Vi skal derfor begrense oss til & sla fast at avkjolingen vil i dette

tilfellet ta mye mer enn 3 timer.

Selv om det a lgse den tidsavhengige varmelikninga ligger utenfor pensum i
MEK1100, sa skal vi i det fglgende likevel vise et par spesielle eksempler pa oppfersel
av den tidsavhengige likninga.

Eksempel: Dersom overflaten S til et legeme V holdes ved konstant
temperatur 7)), og det ikke er konveksjon eller kilder, sa vil temperaturen
i det indre av legemet konvergere mot 7j.

Dette er eksempel 8.1 i kapittel 8.1 i Matthews.

La & =T — Ty. Vi skal fglgelig se pa likninga

T VA med randkrav £ =0 paoverflaten S

Multipliser med £ og bruk identiteten £V2¢ =V - (EVE) — VE - V¢,

10¢?
S = K[V (€vE) - Ve

Ta volumintegralet over legemet
———dr = . — d
/‘/2 5 97 /i/VV (EVE) — |V~ dr

Benytt Gauss sats

1
—i/§2d7:n/gvg-nda—n/ IV dr

Integralet pa venstre side kan ikke veere negativt. Forste integral pa hgyre side er
null fordi ¢ = 0 pa overflaten S. Andre integral pa hgyre side gir bidrag dersom
temperaturen er inhomogen, det vil si at gradienten V¢ er ulik null. Minustegnet
foran det andre integralet pa hgyre side medfgrer at den tidsderiverte av integralet
pa venstre side ma vaere negativ. Stgrrelsen fv £2dr vil altsa avta mot 0 sa lenge
det er inhomogeniteter i temperaturfeltet.

Eksemplet ovenfor forklarer ikke bare hvorfor innholdet i termosen blir kaldt, det
forklarer ogsa hvorfor man ikke bgr sette en melkekartong utenfor kjgleskapet, og det
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forklarer hvorfor det fungerer a steke noe i ovenen pa kjgkkenet: Sett termostaten pa
gnsket temperatur, vent tilstrekkelig lang tid til at det som skal stekes har oppnadd
gnsket kjernetemperatur!

Eksemplet ovenfor forklarer derimot ikke hvor lang tid det tar for at temperaturen
skal bli homogen.

13.2 Oppgaver

13.1

13.2

Et rett rgr har en sylindrisk vegg med indre radius a og ytre radius b. Inni
roret er det vann med temperatur 7T,. Utfor rgret er det luft med temperatur
T,. Materialet som rogrveggen er laget av har varmeledningstall k. Det strgmmer
ikke vann eller luft gjennom rgrveggen. Vi kan tenke oss at rgret er uendelig
langt slik at vi kan se bort fra ende-effekter.

Finn et uttrykk for den integrerte varmefluksen gjennom rgrveggen.

En stav orientert langs x-aksen er laget av et fast stoff og er varmet opp pa en
slik méte at temperaturen ved tidspunktet t = to er T'(z,t9) = Toe ®1*! + 1.
Her er T}, T} og « konstanter.

Det vil veere en varmefluks i staven bestemt av Fouriers lov som sier at varme-
flukstettheten er gitt ved H = —kVT hvor k er varmeledningstallet til stavens
materiale. Vi begrenser oss til & kun betrakte varmefluks langs x-aksen.

Temperaturen i staven T'(z,t) vil endre seg i henhold til varmelikninga % =
kV?T hvor r er varmediffusiviteten til stavens materiale.

Regn ut varmeflukstettheten H ved tidspunktet ¢ = t,. Hvilken vei gar var-
mestransporten for z > 0 og for z < 07

Regn ut hvordan temperaturen endrer seg ved tidspunktet ¢ = ty. Vil tempe-
raturen gke eller avta for x > 0 og for x < 07

Merk: Du skal ikke regne ut hva som skjer i origo, x = 0, ved tidspunktet ¢ = .
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Kapittel 14

Fasit til noen av oppgavene

Kapittel 1.5

1.3 Stagnasjonslinje/punkt vist med fet linje eller punkt.

a b c
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Oppgave (i) er singuleer i origo fordi feltet har endelig styrke i alle retninger.

Oppgave (j) er singuleer i origo fordi feltet har uendelig styrke i alle retninger.
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1.4 Stagnasjonspunkt vist med tjukt punkt.

/

,~

| \
7 \/“\\.\\\,,\ V.
\ |

Vi kan veere enige om at plott (b) er vanskelig a tolke. ..

¢ (1 —cos(2t))
Q

1.5 r(t) = 4R cos(wt) + jRsin(wt) + k

1.6 a-b =06 # 0 — ikke ortogonale.

a5 _ g # 1 — ikke parallelle.

cosf =

ab
a x b =8k # 0 — ikke parallelle.
bl 4
sinf = @ > b = — # 1 — ikke ortogonale.
ab 5

0 =0.9273 = 53.13°

1.7 ax (bxa)=a’b—aa-b
a-(bxa)=0

1.8 z(t) = cost og y(t) = sint

2
Banen vist i svart, start vist ’
med o for ¢ = 0, slutt vist
med + for ¢t = 5. > 0
-1
-2
2 1 0 1 2
X
1.9 Bane z(t) = 3t og y(t) = sint
eller y = sin(x/3) 0 > > = = H

5L = > > > =
Banen vist i rgdt for ¢t > > ol == A=~
Start vist med o for t = = = = =
Vektorfelt (piler) og posisjon = = = =
(vist med +) for t = 7.

0.
0.
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1.10 Bane z(t) = e 2 og

’y(t) — elfcost 8
6
Banen vist i rgdt for ¢ > 0. 7 NS
Start vist med o for t = 0. > | j i T
Vektorfelt (piler) og posisjon 21— I
(vist med +) for ¢ = 1. ob— — = ]
2
2 1 0 1 2

Kapittel 2.3

1
2.1 (a) Sett t. = —wvg/g og fa 2" —rj = —ét*(t* +2)

2.2 Sett t, = m/v og l. = gm? /v

(a) Skaler t* =t/t., z* = z/l., z§ = z0/l. 0g v§ = vot./l..

Az de*
Resultat wta + 1 = 0 med startkrav 2*(0) = 25 og v*(0) = vg.
(b) Skaler t* = t/t., v* = r/l., r§ = ro/l. og v§ = vot./l..
dPr* dr*
Resultat ey + ey + k = 0 med startkrav 7*(0) = 7§ og v*(0) = v{.
Splittet mellom én horisontal og vertikal komponent:
d2 * d *
dth + d_f* = 0 med startkrav 2*(0) = z§ og v:(0) = v{ cos 6.
d2 * dz*
dtfz + d_j* + 1 = 0 med startkrav z*(0) = 2 og v:(0) = v sin 6.

Kapittel 3.3
(Ingen separat fasit laget forelgpig, men se figurer presentert under kapittel 1)

Kapittel 4.7

4.1 (a) 2z +2y)i + 2yj + 62k
(b) —te Ysinx — je Ycosx

y., T. xy
Z -7 — =k
(o) zz+ zj 22

sinl 4+ 2cosl _,
_ ¢

V5

4.3 (cosl—(z—1)sinl — (y—1)cosl — 3(z —1)?cos 1+ (z — 1)(y — 1)sin1 + 3(y — 1)*cos 1) ™!

4.2

4.4 Nedenfor er ¢ en vilkarlig konstant.
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(a) p=x+c

(b) ¢ =y+c

(c) =32 +c

(d) Nei

(e) o=3("+y*) +c

(f) p=ay+c

(g) Nei

(h) Nei

(i) Nei

(j) ¢ = arctan(¥) 4 ¢ (denne blir mye lettere & lgse etter at vi har leert om

(m) ¢ =—2®+ 1y +2%) +c

4.5 (a) Banen er z(t) = t og y(t) = 3t? pa parameterform, eller y = 1z? uten

parameter. Dette er en parabel.

)

(1) ¢ =30 +y*+2%) +c
)
)

Stromlinjene er y = tx for fastholdt ¢. Disse er rette linjer.

(b) Banen er z(t) =1 — cost og y(t) = t pa parameterform, eller z = 1 — cosy
uten parameter. Dette er en cosinus svigning.

Strgmlinjene er x = ysint. Disse er rette linjer.

4.6 Banene er z(t) = ae:’” og y(t) = bezt" pa parameterform, eller ay = bz uten
parameter, hvor a og b er vilkarlige konstanter.

Strgmlinjene er ogsa gitt ved ay = bz, hvor a og b er vilkarlige konstanter.

Kapittel 5.4

51 (a) 0
(b) 0
() 0
(d) TR?
(e) 0
(f) 0
(g) —2nR?
(h) 27 R?
(i) 27R
() 2
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0.2

5.3

0.4

’;
|
3
oy

[\

o~ TS
o3 o A& o T 0o
~ ~— —_— O N N D D
N
o =y
uy| N
[N}

T ao o P e =2 @
O O O O O O o o

©
[\
=)
Iy
[}
>

1

[\

o
|
I
3
=
[ V)
>

1
[a] = N R
Lengde” Tid
Piler (uten hode, men de
peker alle oppover).

/ —
o 93
~— ~

Herfora=b=a=1.

(¢) Linjer parallelle med z-aksen.

1

(d) %Oéa,gb?’
1

— paa

36
abe

3b3

pabc

1
36 paa’bick
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(b) Piler (peker alle oppover). oo

0.14

Her for a = o = 1. 042
0.1

N (0.08

0.06

0.04

0.02 ‘ l
0

02 0 02 04 06 08 1
R

(c) Linjer parallelle med z-aksen.

(d) %wﬁaﬁ

5.6 Areal 3 (ac + ab+ be + /(be)? + (ac)? + (ab)2>

Volum %abc

Kapittel 6.3

6.1 (a) 0
_ 2@@+y+2)
(b) (22 4 y? + 22)2
(c) (yz + zz + xy)e™?

6.2 (a) 0
22(2% — y?)e + 2y(2? — 22)5 + 22(y* — )k

(b) (IZ +y2 +22)2
(c) [(zz —ay)i+ (xy — y2)J + (yz — x2)k]e

wyz
6.3 (n+2)r"

6.4 0

6.5 (n+3)r"

6.6 0

Kapittel 7.7

7.2 Det finnes uendelig mange riktige svar, Helmholtz dekomposisjoner er ikke unike.
7.3 Her er forslag som ikke er unike:
(a) ¢
(b) ¢

N—= N

(22 +y*+2%) og A=0
(=222 + 1y +2%) og A=0
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Kapittel 8.3
810
820
83 6
8.4

—_

8.5

Wi =

8.6

Kapittel 9.5
Kapittel 10.3

Kapittel 11.1

A B
11.1 vy =—A0+ BInR og v = }—%zR—l— E’Lg.
2(z% — y?)t + 4xyj
11.2 v = — = =
w x2+y2 0g v VQb (x2_|_y2)2
11.3 For ¢ = ¢(r):
A
p=——+1B og v=Vo=—1,
r r
For ¢ = ¢(0):
dp A A,

90 sind
Det gar faktisk an & finne fglgende uttrykk for ¢(0) = éln ggzgﬁ
For ¢ = ¢(¢p):

A
¢p=Ap+ B og v=Vo=——1,.
rsind

11.4 Dersom vi plasserer kilden i @ = ek og sluket i b = —ek, s har vi [r — a| =

VR2+ (2 —€)?og |[r—b| = \/R2 + (2 + €)? hvor R?> = 2?+y2. Vi multipliserer

kilden og sluket med en styrke % og lar e bli vilkarlig liten i superposisjonen

1 N 1
6 = lim VER2H(z+6)2 \/R24(2—¢)?
o e—0 €

Dette er et % uttrykk, og vi kan bruke L’Hopitals regel med & derivere bade

teller og nevner med hensyn pa e

) (=9
(Z) — lim \/R2+(z+e)23 R2-|—(z—5)23 o _2_2
= 1 T3
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Kapittel 12.8

12.1 (a) Partikkelbaner og strgmlinjer er ulike fordi feltet ikke er stasjoneert.

Vi ma lgse
W~ Breostar)  #(0) =
3 = Pecos(a x(0) = xq
by
d_i = ye” y(0) = yo
Begge likningene er separable,

dz = [cos(at) dt og dy = ye * dt
T

og vi finner lgsning

og  y(t)=yo+ % (1—e)

‘ ‘ : ‘ Figur fora=1ogf=10gvy =
15 ‘ 7 1 for seks mulige startpunkter:
zo=1,y =1
ro=—1yo=1

> 0.5
ro=—1,90=—1

0
-0.5 i
-1 ‘ Ty = 07 Yo = 1

3 2 0 1 ) 3 o =0, yo = —1

X
(b) Do 9
v v
E = E (’U . V)'U
hvor 9
8_1; = —iafrsin(at) — jaye ™
0g
(v - V)v =%z cos*(at)
12.2
D 0 10
d—;’ - a—"t’ +v- Vo = (%) - V(aR%) = (aR’) 5 =:(aR%)) = o’ Ui
12.3 Lokalderivert
ot
Konvektivt derivert
v- Vv = —wri, — 2wugiy

Personen vil altsa bli akselerert bade inn mot sentrum og motsatt rettet rota-
sjonsretningen. Hun vil derfor fgle at hun blir kastet bade utover og framover
i karusellens rotasjonsretning.
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12.4

12.5

12.6

12.7

hx
Normalvektor og flateelement ndo = <2—27, — k:) dzdy dersom man parame-
a

teriserer med z og y, eller ndo = (z — k) dydz dersom man paramete-

a
2V hz

riserer med y og z. Dette er ikke de eneste matene a parameterisere pa.

Trykkraft fra vannet pa demningen
1 ) 2
Fon = / pndo = bh(py + ipgh)z — ab(pg + gpgh)k:
demning
Summen av trykkraft fra vann pa den ene siden og luft fra den andre siden

1 2
F = §pgbh2i — gpgabhk

Oppgaven kan ogsa lgses ved a se pa kraftbalansen pa et kontrollvolum avgren-
set av demningen, vannoverflaten, og et vertikalt plan. Dette er ekvivalent med
a anvende Gauss sats, krever ikke & finne normalvektor eller flateelement til
demningen.

Massebevaring: Integrert fluks er bevart, v, R} = vomR3, sé vy = v (£)?.

Bernoullis likning;: % + % = ’% + ?, S& po = p1 + %pv% [1 — (%)4].

Partikkelakselerasjonen:

Lokalderivert 2% = 0 (da feltet er stasjoneert) og konvektivt derivert v - Vo =
—c%,.
ov

Do
Folgelig er akselerasjonen til en vannpartikkel — = — + v - Vo = —c%i,..

dt ot
. . Do 1 .
Fra Eulers likning e ——Vp — gk finner vi trykket
p
p = pc*r — pgz + en konstant.

Ved den frie overflaten, z = n(r), der hvor vann mgter luft, setter vi p = py
som er det konstante lufttrykket, og finner formen pa den frie overflaten

2

n(r) = T 4 enkonstant
g

Vi har funnet at overflaten skal ha formen til et kremmerhus, det stemmer ikke helt med fotografiet, men

kanskje det omtrent stemmer i et avgrenset omrade av fotografiet?

Feltet er stasjoneert, da er partikkelbanene lik strgmlinjene, og vi skal regne ut
partikkel-akselerasjonen

Dv Ov .
E :E—FU-V’U:—OFR?)’LR
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12.8

Eulers likning

Dv 1
A v/
T ; rtg
hvor g = —gk er tyngdens akselerasjon og Vp = iRa + 4 g’g + k%.

Bruk partikkelakselerasjonen vi fant, splitt opp likninga i tre komponenter

p op dp

R =" B 9T

= po’R? 0g
og finn
2
MRﬁw)zg%R“—w2+c
hvor ¢ er en konstant.
Ved overflaten z = n(R, 0) er trykket lik lufttrykket p = pg, om vi setter dette

inn kan vi lgse
2

o c— Do
R,0) = —R'+ ——
(A 6) 4g Py

Vi kan bestemme konstanten c ved & insistere pa at det totale volumet av vann

i koppen er bevart
Do pn(R0) D 2
/ / / RddedR:W(—) h
o Jo Jo 2

c=p _, o (DY
Py 129 \ 2

2 D 4
0) = h O (et
n(E.0) +4R 1@(2)

og derfor

og vi far svaret

Kunne vi ha brukt Bernoullis likning? Hastighetsfeltet har virvling, derfor fun-
gerer Bernoullis likning kun langs strgmlinjer, men strgmlinjene er kun sirkler
rundt z-aksen. Derfor vil ikke Bernoullis likning kunne si noe om hvordan ting
endrer seg som funksjon av radius R. Bernoullis likning hjelper oss ikke her!
Eulers likning

1

ot
hvor g = —gk er tyngdens akselerasjon og Vp = iRa + j,j% % + k22
2 2R,

Vihara”—O og v - V_F Rae,og(v Viv=—-%e% ip.

Vi splitter opp likninga i sine tre komponenter

op _ Um0 _o o %
or "4 & 99 & 5.7 M
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12.9

og vi finner
U2
p(‘R? 0, Z) = %e% —pgztc

hvor ¢ er en konstant.

Ved overflaten z = n(R, 0) er trykket lik lufttrykket p = poy. Vi setter inn og

finner -
2k C— Do
n(R,0) = —ea +
(#,6) 2g Py

Vi kan bestemme konstanten c ved & insistere pa at det totale volumet av vann

i koppen er bevart
a r2rm  rn(R,0)
/ / / Rdzdf0dR = na’h
o Jo Jo

a 2 .
277/ UR 2 C=Popan— rah
0o 29 P9

7202 o 2
277{ 4& (62—1—1)—1-6 PO%} = wa’h

g Pg
_ U?
S =h——(+1)
Py 4g
Til slutt far vi svaret
U? ar U?
RO =—ea +h——(e2+1

Kunne vi ha brukt Bernoullis likning? Hastighetsfeltet har virvling, derfor fun-
gerer Bernoullis likning kun langs strgmlinjer, men strgmlinjene er kun sirkler
rundt z-aksen. Derfor sier ikke Bernoullis likning noe om hvordan ting endrer
seg som funksjon av radius R. Sa nei, Bernoullis likning hjelper oss ikke her!

Den frie overflaten synker % =-V.

Vannet er inkompressibelt V - v = 0. Innsatt i Gauss sats gir dette at innkom-
mende fluks i overflaten er lik utgaende fluks i utlgpet. Dersom vi kan anta at
V og v er konstant i tverrsnittet har vi

D 2
AV:W(E) v

Kan vi bruke Bernoullis likning? Tettheten er konstant. Vi kan anta at vannet er
nesten ideelt, friksjonen vil ikke veere stor. Vi kan anta at tgmmingen er nesten
stasjoneer, fordi overflaten vil synke langsomt. Uansett om det er virvling eller
ikke, la oss fglge strgmlinjer som gar fra overflaten til utlgpet. Sa det burde
veere rimelig a satse pa at Bernoullis likning kan brukes som en god tilnserming.
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12.10

La oss se pa stromlinjer fra overflaten til utlgpet. I begge ender av strgmlinjene
er trykket lik lufttrykket py. Dersom vi kan anta at prosessen er stasjonser og
friksjonsfri har vi Bernoullis likning

Vi far

2
men ettersom (’T—D2> < 11 vart tilfelle kan vi med god tilngerming skrive

4A
02 V2 [ 442
L:—:—
gh+1) =5 2(@2)

eller dh 1 44
vVgh+L)=———ro—0
gh+1L) dt /2 mD?
Denne likninga er separabel. La oss separere h og t og integrere fra full til tom
tank 0 ! t 2
dh 7D
— — = \/2g—— dt’
W VI L /0 44

,_ SAWAFL - VL)
B V297 D?

Vi har gjort to antakelser som er svaert gode:

som gir

e D?<K A
e Vi kan i praksis se bort fra vannet som er igjen i utlgpsroret.
Vi har gjort tre antakelser som er mer tvilsomme:
e Bernoullis likning kan kun brukes for stasjongert hastighetsfelt, men tgm-

mingen av karet er ikke stasjoneer fordi overflaten synker.

e Vi har antatt konstant hastighet i tverrsnittet ved den frie overflaten og
ved utlgpet.

e Vi har antatt at det ikke er friksjon.
Var erfaring fra demonstrasjonsforsgket gjort i en forelesning var at disse “tvil-
somme” antakelsene ga en feil pa noen fa prosent. Kanskje feilen blir enda

mindre for témmingen av bassenget ettersom arealet A er mye stgrre en tverr-
snittet av utlgpet?

2b2 5
—— (W2 —h
5a%\/2g < 0
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Kapittel 13.2

13.1

13.2

Vi maé lgse Laplace likning V2T =
T(a) =T, og T(b) = Tp.

Vi far T(R) = 01n R +  og randkravene gir § = 2=, Det er ikke ngdvendig
b
a bestemme .

%% (R%) = 0 for a < R < b med randkrav

Varmeflukstettheten er gitt ved Fouriers lov q = —kVT = —k4 R% = —k%i R

Den integrerte varmeflukstettheten er Q = [q - igrdo hvor do = Rdfdz.

Den integrerte varmeflukstettheten per rgrlengde blir fo% —k%iR -1pRdO =

— ok Ta=li
ln% :

Varmeflukstettheten er H = kaTg%e_o‘mi for x # 0. Denne peker vekk fra
origo.

Den tidsderiverte av temperaturen er %—f = ka?Tye 1l for x # 0. Denne er

positiv for x # 0, sa temperaturen stiger i tid overalt utenom origo.
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akselerasjon, 12

arbeid, 52

Arkimedes prinsipp, 124, 125
asimut, 118, 120

asimutal koordinat, 118, 120

barotrop, 163
Bernoullis likning, 153
Buckinghams Pi teorem, 26

Cauchy—Riemanns likninger, 130
Coriolis kraft, 6

Coulomb gauge, 86

curl, 77

datamaskin, 28

del, 38

dimensjonsanalyse, 26

dipol, 134

divergens, 74

dyade, 5

dyadiske produkter, 92
dynamisk grensebetingelse, 148
dynamisk randkrav, 148

ekspansjon, 75

ekviskalarflate, 45

elektromagnet, 15

enhetsvektor, 5

enkelt sammenhengende omrade, 100
Eulers likning, 145

fart, 5

fasit, 179

felt, 6

fluks, 63

flukstetthet, 63
friksjonskraft, 6
fysiske dimensjoner, 20
fysiske enheter, 20

gauge, 86, 91, 129

gauge invarians, 86

gauge transform, 86, 91
Gauss lov, 97

Gauss sats, 95

GeoGebra, 28

gnuplot, 28

Green’s andre identitet, 124
Green’s forste identitet, 124
Greens sats, 103

hastighet, 5

Helmholtz dekomposisjon, 90
hydrostatisk trykk, 66
hgyrehand, 10

ideelt fluid, 145
indre energi, 170
integrert fluks, 63
isotropt, 66

Joule, 52
Julia, 28

kalori, 170

kartesiske koordinater, 109
Kelvins teorem, 161

kilde, 132

kogger, 33

konservativt felt, 42, 55, 103
kontinuitetslikning, 142
kontraksjon, 75
kontrollvolum, 142
krumlinjede koordinater, 10
krumlinjet, 11
kryssprodukt, 9
kulekoordinater, 118

Laplace likning, 83
Laplace operator, 83
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BTEX |, 28
Leibniz regel, 161
Lorentz kraft, 6

materiell derivert, 138
Matlab, 28

nabla, 38

Navier—Stokes likning, 145
Newtons gravitasjonslov, 6, 96, 105
nord, 15

Octave, 28

ordinaer derivert, 37
ortogonal, 8
overflatespenning, 148

partiell derivert, 37
partikkelbane, 12
partikkelderivert, 138
Poisson likning, 83
polar vinkel koordinat, 118
polare koordinater, 10
posisjonsvektor, 5
potensial, 103
prograd, 15, 79, 81
prosess, 6

punktkilde, 132
punktsluk, 132
punktvirvel, 132
Python, 28

quiver, 33

retningsderivert, 39
retrograd, 15, 81

rettlinjede koordinater, 8
rettlinjet, 8

rettvinklet koordinatsystem, 9
rotasjon som stivt legeme, 13

sentripetalakselerasjon, 14, 17
Simon Stevin, 125
sirkulasjon, 55

skalar, 5

skalarpotensial, 42, 103
skalarprodukt, 8

skjeerstrom, 81, 88

sluk, 132

solenoid, 15, 75

spesifikk, 170

spesifikk varme, 170
spesifikk varmekapasitet, 171
Stokes sats, 99
strgmfunksjon, 86

strgmrgr, 89
sylinderkoordinater, 120

sgr, 15

temperatur, 170

tensor, 5

termisk energi, 170

termodynamisk tilstandslikning, 170
tetraeder, 73

TikZ, 28

Toricellis lov, 157, 158

totalt differensial, 38

trykk, 66

trykkraft, 66

varme, 170
varmekapasitet, 171
vektor, 5

vektorpotensial, 85

vest, 15

vindingstall, 56
vinkelfart, 13
vinkelhastighetsvektor, 13
virvling, 77

volumetrisk varme, 170

@gst, 15
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