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COURBES SUR UN TRAIT ET MORPHISMES
DE CONTRACTION

RAGNI PIENE

Introduction

On étudie ici un certain type de schémas de dimension deux, qui sont
de dimension relative 1 sur un trait (i.e. le spectre d’un anneau de valua.-
tion discréte) et qu’on appelle des courbes sur un trait,

Dans [7] 8. Lichtenbaum a montré que des telles courbes reguliéres
complétes sont projectives, et en a déduit une généralisation du critére
de Castelnuovo pour Pexistence des courbes exceptionelles sur une sur-
face.

Le but de cet article est aussi de construire des morphismes de con-
traction, mais on ne suppose pas que les courbes sont reguliéres. On voit
que des morphismes de contraction peuvent étre construits § partir des
diviseurs relatifs sur la courbe, et que, dans le cas ol Ie trait est hensélien,
tous les morphismes de contraction s’obtiennent de cette maniére,

Ce sujet m’a été proposé par Michel Raynaud, je I'en remercie. Je
remercie également Monsieur le rapporteur pour ses précieuses remarques
qui m’ont aidée & améliorer ce travail.,

Morphismes d’un schéma dans un spectre homogéne.

On rappelle ici quelques résultats concernant le morphisme d’un
schéma dans un spectre homogéne, défini & partir d*un module inversible
- sur le schéma. (Pour un développement plus détaillé, voir EGA II [2].)

Soient f: X — ¥ un morphisme de schémas, % un Ox-module inver-
sible et R=Dp=0%, une Oy-algébre gradude quasi-cohérente. Soit
R =@z L O", et supposons donné un morphisme de Oy-algébres gra-
duées

VR > [ B = Przof+ (L")

Ces données définissent canoniquement un ouvert G(y) de X et un
Y-morphisme
Yo, Gy) > P

ou P désigne le spectre homogeéne Proj(%).

Regu Septembre 28, 1973,



6 RAGNI PIENE

Si #=[+R et p=id, on écrit 7o au lieu de 7 ¢ jq- }

Dans le cas ou Y est affine, ¥ =Spec (A), on a Z=R, R étant une
A-algébre graduée. Alors P =Proj(R) a un recouvrement par les ouverts
affines P =Spec(R,) ou s est un élément homogéne de R, et B, est
P’anneau des éléments de degré 0 de E,. De plus,

1 g o Py) = Xy = we X ; p(e)@)*0},
et 7o | Xyo correspond & 1’homomorphisme d’algébres
F(Ps’ 0P) = R(s) e F(X\u(s)’ @X)

qui envoie un élément a/sm dans (2] X )(p(s) | X )™

Dans le cas ot les ouverts X, s homogene dans R, , forment un
recouvrement de X, on a G(y)=X, et on dit alors que rg,, est partout
défini. Autrement dit, 4, , est partout défini si et seulement si, pour
tout x dans X, il existe n>0 et s € B, tel que p(s)(x) =+ 0.

Supposons que X soit quasi-compact et quasi-séparé, et que & soit
tel que rg: X — P=Proj(R) soit partout défini. Les homomorphismes
d’algébres qui définissent localement 7 sont alors des isomorphismes
(BGA, I[1, 6.8.2]), de sorte que I’homomorphisme canonique

Op ~ (Tg)*wx

est un isomorphisme. Donc 7 g est schématiquement dominant, ce qui
entraine que P est intégre (i.e. réduit et irréductible) si X lest.

Plus généralement, pour tout s homogéne dans R, , on a des isomor-
phismes canoniques (EGA, I [1, 6.8.2])

(P, (ro)(£®™) = X, £®m) - R(m), pourtoutmeZ,
et par définition des O p-modules Op(m), on a
F(Ps7 @P(m)) = R(m)(s) ’
de sorte qu’on obtient des isomorphismes

(r )4 (L ®™) > Op(m) pour tout meZ.

Si X est quasi-compact et rg partout défini, il existe un nombre fini
d’eléments homogénes s € B, tel que X = U,X,. On peut en outre sup-
poser que tous les s ont le méme degré d>0. Les Op-modules O p(md)
sont alors inversibles, d’inverses Op(—md), sur Pouvert U, g, P, pour
tout m € Z (BGA, II [2,2.5.17]). Il en résulte qu’on a des isomorphismes
canoniques [6, 1,2.1]

(rg)*Op(md) — Femi. mel.
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Le spectre homogéne d’une A-algébre graduée de type fini est un A-
schéma de type fini — I'implication dans I’autre sens n’étant pas vraie
en général. Dans le cas olt P =Proj(R) est construit & partir d’un module
inversible .# sur un 4-schéma X, on va montrer, sous des conditions sur
X et &, que P est projectif et aussi qu'on peut en déduire que R est
une A-algébre de type fini. Ce résultat est étroitement 1ié & ce qu’a fait
Zariski [11, Theorem 4.2] pour les variétés algébriques.

Prorositron 1. Soient Y =Spec(A4) wun schéma noethérien affine,
[ X > Y un morphisme propre de schémas et L un Ox-module inversible
tel que

rg: X - P = Proj(@,s,(X,£®")

soit partout défini. Alors P est un Y-schéma projectif et R = @Bz l(X, 207
est une A-algebre de type fins.

DEMONSTRATION. 74 est dominant et propre (car f est propre et P est
séparé), donc 74 est surjectif. Il s’en suit que le morphisme P —~ ¥ est
universellement fermé (EGA, IT [2,5.4.9]).

P =rg4(X) est quasi-compact. Soient {s;}i* des éléments homogénes de
Panneau gradué R=@,,.,I"(X,L®") tels que P= U7, P,,. On peut sup-
poser que tous les s; ont le méme degré d>0. Soient R’ la sous-algébre
graduée de

RP = @,z 0Bpa

engendrée sur 4 par {s;} et y: R’ — R@ ’inclusion. La composition de
Proj(y) avec 'isomorphisme P~ Proj(R@) définit un morphisme affine

®: P~ P = Proj(R')

tel que Porgy=1gga,. Soit 1'=rgyga,. P’ est un schéma noethérien —
étant de type fini sur un schéma noethérien — et 7’ est propre, done

7y Ox = Dy (r9)xOx = PyOp

est une p-algébre finie. Comme @ est affine, cela veut dire que P est
un P’-schéma fini. Donc P est de type fini sur Y.

Le Op-module Op(d) est inversible (EGA, II [2,2.5.17]) et Op(d)z
(7 )% (Z®9), done Op(d) est ample sur P (EGA, II [2,4.5.2]). P est alors
un Y-schéma quasi-projectif et universellement fermé, donc projectif.

Pour montrer la derniére assertion, rappellons le résultat suivant
(EGA, III [3,2.8.4(ii)]): soient ¢: P - Y un morphisme projectif, & =
@nezdn une Op-algébre graduée telle que les &, sont des @p-modules
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cohérents et telle qu’il existe d > 0 avec &, inversible et ample, d’inverse
& _y. Alors #=@,2094F st une Oy -algébre gradude de type fini.
On a vu que & =@,z Op(n) satisfait a ces conditions, done

R = ®p209x0p(n) = @ngof*(géan)

est une Op-algébre de type fini —i.e. R est une A-algébre de type fini.

Diviseurs relatifs.

On rappelle qu'un diviseur sur un schéma X est défini par un idéal
inversible de I’anneau total des fractions du faisceau structural Ox.
Soit Div (X) le groupe des diviseurs sur X. Si D € Div(X), on pose O x(D)=
I x(D)1, ot S x(D) est 'idéal qui définit D. On dit que D est effectif,
noté D=0, si S (D) est un idéal de Ox. L’ensemble des diviseurs
effectifs est noté Divt(X).

Si D e Divt(X), D définit un sous-schéma fermé réguliérement im-
mergé dans X et de codimension 1. Inversement, un tel sous-schéma
définit un diviseur effectif et un seul. On peut donc identifier un diviseur
effectif avec le sous-schéma fermé qu’il définit (EGA, IV [4,21.2.12]).

Soit f: X — Y un morphisme plat et localement de présentation finie,
et soit D € Div*+(X). Si le sous-schéma défini par D est plat sur Y, on
dit que D est un diviseur (effectif) relatif & ¥. On note Div+(X/Y)
I’ensemble de ces diviseurs.

Pour tout morphisme Y’ — Y, on obtient une application canonique

Div+(X/Y) - Divt(X x 5 Y'[Y") .

En particulier, tout diviseur relatif induit un diviseur effectif sur chaque
fibre de X sur Y.

ProrosiTioN 2. Sotent A wun anneaw local noethérien, Y =Spec(4),
f: X — Y un morphisme plat et propre. On suppose en outre que toutes les
composantes irréductibles des fibres de f sotent de dimension 1 (i.e. que les
fibres de f soient des courbes algébriques). Alors pour tout D € Div+(X[Y),
7o) €St partout défins.

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que, si D=0, il n’y a rien &
démontrer. (En fait, pour tout diviseur D tel que Ox(D)x0x,

Proj (@ngoF(X> @X(D)®n)> = Spec(f+0x) ,

et 79, n’est autre qu’une factorisation de Stein de f.)
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Soit D € Div+(X/Y), et considérons la suite exacte
(*) 0—>IxD)>0x—0p~0.

D induit un diviseur effectif sur chaque fibre de f, qui sont des courbes
algébriques. D est donc quasi-fini sur ¥ et propre, donc on a D =Spec(B),
ou B est une 4-algébre finie. Il en résulte que tout ¢p-module inversible
est trivial et que HY(D,0p)=0.

Soit & =0x(D). Par tensorisation on obtient de (*) des suites exactes

(=) 0> FOn-D , PO — (), >0 .

En particulier, injection Ox — Z de (*),, correspond & une section s,
de # au-dessus de X telle que s;(x)=+0 si x ¢ D.

Montrons qu’il existe d > 0 et s, € I'(X,Z®9) tel que sy(x) # 0 pour tout
xz € D, ce qui achévera la démonstration de la proposition.

Pour tout n, (*), donne une suite exacte

0 - I'X,#®"1) » [(X,Z®") - I'(D, O) ~
2 HY(X,#®n-1) 5 HYX, ¥ 0.

Le lemme suivant montre que, pour n assez grand, d,, est le morphisme 0.

LevmE 1. Soient A un anneaw, et {H;},-, des A-modules noethériens.
Supposons donnés des morphismes surjectifs B, — B, pour tout 1. Alors
ce sont des tsomorphismes pour > 0.

DiimonsTRATION. Soient N,=Ker(Z; > E;,,) et «;: By~ E, la sur-
jection composée. {x,~*(V;)};~; est une suite croissante de sous-modules
de Z,, donc stationnaire pour ¢ grand. Comme

Ker(a;11) = o H(IVy)

on a Ker(«,,;) =Ker(x;) pour ¢ grand, et le lemme en résulte.

Soit done d>0 tel que I'(X,#®%) - I'(D, 0 ;) soit surjectif. On peut
choisir s, € I'(X, £ ®1) telle que s, ait pour image dans I'(D, 0p) ’é1ément
unité de cet anneau. Alors sy(x)=+0 pour x € D, et on a montré que 74
est partout défini.

De cette propostion on déduit le critére d’amplitude bien connu des
diviseurs sur une courbe algébrique, de fagon analogue & ce qu’on fait pour
démontrer le critére d’amplitude de Nakai (voir p. ex. [6]) et un critére
d’amplitude des diviseurs sur un schéma sur un anneau local.
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COROLLAIRE 1. Soient X une courbe algébrique compléte sur un corps k
et D un dwiseur effectif sur X. D est ample si et seulement st D renconire
chacune des composantes irréductibles de X.

DEMONSTRATION. Soit =7y, Par la proposition 2, » est partout
défini.

Soient {X,} les composantes irréductibles de X. On va d’abord montrer
que si DnX,+@ pour tout 7, alors D est ample, ou — ce qui revient au
méme — que 7 est un isomorphisme. Comme » est propre et r,0x ~0p,
il suffit de montrer que r est quasi-fini. Montrons donc que, pour tout 1,
r(X,) ne peut pas étre un seul point.

Choisissons e DnX,; et ye X, y ¢ D. La démonstration de la pro-
position 2 montre qu’il existe une section s; de O« (D) telle que s;(z)=0,
5,() = 0. Done () +r(y).

Inversement, §’il existe X, telle que DnX,=@, montrons que l'image
de X, par r est un point, donc que  ne peut pas étre un isomorphisme.

Soient s une section de Ox(D), s; son image dans

I'(X;,0x(D)| X,;) = I'(X;,0x,) -

Comme ['(X;,0x,) est un anneau artinien, si s; s’annule en un point
de X,, elle s’annule en tout point de X;, ce qui montre que tous les
points de X, ont la méme image par r.

CoroLLAIRE 2. Sotent A un anneau local moethérien, f: X — Y =
Spec(4) un morphisme plat et propre tel que les fibres de f soient des
courbes algébriques, D € Divt(X[Y). Alors D est ample si et seulement s
D rencontre chacune des composantes irréductibles de la fibre fermée de f.

D#monsTrATION. En fait, D est ample si et seulement si la restric-
tion de D & la fibre fermée est ample (EGA, III [3, 4.7.1]).

Morphismes de contraction entre des courbes sur un trait.

DfrNiTIoN 1. Soit § un trait (c’est-a-dire le spectre d’un anneau de
valuation discréte). Une courbe sur S est un schéma séparé X et un
morphisme f: X — § plat, de type fini et tel que les fibres de f soient des
courbes algébriques. On dit que la courbe est compléte si f est propre.

DiFiNITION 2. Soit g: X — X’ un morphisme de courbes complétes
sur un trait S. Soient {C;; 7 € I'} les composantes irréductibles de la fibre
fermée de X au-dessus de S et J un sous-ensemble de I.
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On appelle g une contraction de {C;;j € J} si les conditions suivantes
sont vérifiées:

(i) g|U est un isomorphisme de U sur P—g(U,.;C;), ot on a posé
U=X-U,.C;.
(ii) ¢(C;) est un point (fermé) de X', pour tout j € .J.
(iii) Ox ~gx0x.

On dit que g est une contraction projective si X’ est projectif.

REMARQUE 1. Le nombre des points de g(U,.,C;) est égal au nombre
des composantes connexes de U;_;C;. (C’est une conséquence du « théo-
réme de connexion » de Zariski (EGA, III [3, 4.3.2]).)

Prorosirion 3. Soit g: X — X' un morphisme de courbes intégres et
complétes sur un trait S. Supposons que g soit une contraction. Si X est
normal, X' Uest ausss.

DimonsTrATION. En fait, le résultat est vrai si on suppose seulement
que g soit un morphisme propre et birationnel de schémas noethériens
intégres tel que Oy, ~¢,0x.

Soient Z(X) (resp. Z(X')) le faisceau des fonctions rationnelles sur X
(resp. X') et ¢: ¥ — X’ le normalisé de X' par rapport & Z(X’). Comme
X est normal, g se factorise —soit A: X — ¥ le morphisme tel que
goh=g. Mais alors Oy ~h,0x (EGA, III [3, 4.3.12]), donc ¢.0p =~
9x0x = 0x,. Comme g est un morphisme affine, cela entraine que ¢ est
un isomorphisme.

Prorostrion 4. Soit X une courbe compléte sur un trait S. Supposons
que g: X - X" et h: X > X" sotent des contractions d’une famille
{C;;5eJ}. Il existe alors wn isomorphisme unique @: X' — X" tel que
pog=h.

DiEMONSTRATION. On sait qu’il existe ¢: X' — X" et y: X" — X' tels
que pog="h et yoh=g (EGA, II [2, 8.11.1]). Comme ¢ et & sont des épi-
morphismes dans la catégorie des S-schémas (EGA, I [1, 5.4.6]), on
obtient pop=idy, et poy=idy,,. L'unicité de p résulte aussi du fait que
¢ est un épimorphisme.

On va maintenant donner deux théorémes qui caractérisent les con-
tractions projectives d’'une courbe compléte.
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TaEOREME 1. Soient f: X — S wune courbe compléte sur un trait S,
{C;; i €I} les composantes irréductibles de la fibre fermée de f, De
Div+(X/8). Supposons que la restriction de D & la fibre générique de f soit
ample. Alors

Togmy: X = P = Proj (@20 (X, 0x(D)®"))

est une contraction projective de la famille {C;;j €I et C;n D=3},

THEOREME 2. Soit g: X — X' un morphisme de courbes completes sur un
trait S. On suppose que g soit une conlraction projective de la famille
{C;; 4 €J}. Il ewiste alors D € Div+(X[8) et un isomorphisme

¢: X' - P = Proj (@0l (X, 0x(D)®"))

tels que 1 ypy=P°9-

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Soient s le point fermé de S, ¢
son point générique,

R = @z [(X,05(D)®"),

r=rgyup- Les propositions 1 et 2 montrent que r est un morphisme
propre et surjectif de la courbe X dans le S-schéma projectif P =Proj(R).
11 faut montrer que P est une courbe sur S et que r est une contraction,
i.e. que les conditions (i), (ii) et (iii) de la définition 2 sont vérifiées.

D’aprés la construction du morphisme r, (iii) est vérifiée. Montrons
que (i) et (i) le sont aussi et qu'on en déduit que P est une courbe sur S.

Par hypothése, D, est un diviseur ample sur X,. La construction du
morphisme 7 commute aux changements de base plats, donc 7| X,;:
X, — P, est un isomorphisme.

Comme dans la démonstration du corollaire 1, on voit que (C;) est
un point de P sijeJ, ou

J ={iel; DnC;=0},

et que 7(C;) est une courbe dans P siiel—J.

Soit U=X-U,_;0;. De ce qui précéde on déduit que r|U: U - P
est un morphisme quasi-fini. Puisque P est noetherien, que r est propre
et 0p 1,0y, le « théoréme de connexion » de Zariski (EGA, III [3, 4.3.2])
donne que les fibres de » sont connexes. Donc r=Y(r(U))=U, i.e. le dia-
gramme suivant est cartésien:

X P
v v
U —rU)
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Cela montre que 7|U: U — »(U) est propre, done fini et en particulier
affine. Mais alors c¢’est un isomorphisme, d’aprés la construction de r.

Pour montrer que P est plat sur S, il suffit de voir que I’anneau de
Pouvert affine P, est sans torsion sur l’anneau de valuation discréte
I'(8,0g), pour tout a € R, homogéne. Mais I'(P,,0p)=I'(X,, 0x), et on
sait que I'(X,, Ox) est sans torsion sur I'(S, Og) car X est plat sur S.

Le fait que P soit plat sur S donne que toutes les composantes irré-
ductibles de P, sont de dimension 1, donc P est une courbe sur S.

REMARQUE 2. Si X est une courbe compléte intégre sur un trait § et D
un élément de Div+(X/S), alors D, est ample si et seulement si D+0,
ou encore, si et seulement si (D) n’est pas isomorphe & Ox. (Il suffit
de remarquer que si D=0, D;+0 car I'image de D dans S est ouvert,
D étant plat sur S, done que D, est ample par le corollaire 1.)

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Soient 4’ un @ x,-module inversible
ample et s le point fermé de S. Comme le sous-ensemble de X',

Z = g(UJ’eJ Oj) u ASS(XI.S')

est fini, il existe un entier m et une section a € I'(X',.#'®™) tels que
Z<X', (BGA, II [2, 4.5.4]). Soient A4 =.#'®™ et D’ le diviseur corre-
spondant & # et & a. Alors D'nZ=@, donc D’ est plat sur S, ie.
D' e Div+(X'[8).

Soit U=X—U,.;C;. Comme D'cg(U) et g|U: U — g(U) est un iso-
morphisme, D=g*D’ € Div+(X/8). Soit £ =0x(D). 1l résulte du théo-
réme 1 et de la construction de D que

rg: X - P = Proj(@pzo (X, Z£O"))

est une contraction de {C;; j € J}, et on en conclut par la proposition 4.

Pour terminer, on va donner trois corollaires concernant les courbes
sur un trait hensélien. Remarquons d’abord que toute courbe complete
sur le spectre d’un anneau de valuation discréte hensélien est projective
(EGA, IV [4,21.9.13]), en particulier toute contraction d’une telle courbe
est une contraction projective.

COROLLAIRE 3. Soit X ume courbe compléte sur un trait hensélien S.
Alors tout morphisme de contraction g: X — X' est égal (& wn isomorphisme
prés) @ 7gyp) pour un D € Div*(X/[8S).

COROLLAIRE 4. Soit f: X — S une courbe compléte inlégre sur wn trast
hensélien. Pour toute famille {C;; j € J} (distincte de 'ensemble de toutes les
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composantes vrréductibles de la fibre fermée de f) il existe une contraction
(projective) de {C;;j € J}.

DimonsTtrATION. Soient {C; ¢ € I} les composantes irréductibles de la
fibre fermée de f et J un sous-ensemble de I, distinct de I. On sait qu’il
existe un diviseur effectif D sur la fibre fermée de f tel que DnC,=@
pour tout j € J et tel que DnC;+@ pour i € I —J (EGA, IV [4, 21.9.7]).

Comme 8§ est hensélien, les conditions de (EGA, IV [4, 21.9.11]) sont
satisfaites, donc il existe un diviseur D sur X tel que D restreint & la
fibre fermée soit égal a4 D. On voit que D e Div+(X/S), done 70x(D)
donne une contraction projective de {C;; j € J}, d’aprés le théoréme 1,
comme D=0 (Remarque 2).

CorOLLAIRE 5. Soit f: X — S une courbe intégre sur un trait hensélien.
Il existe une courbe projective P sur S et une S-immersion ouverte et sché-
matiquement dense X — P telles que la fibre fermée de X soit dense dans la
Jibre fermée de P.

DimonsTrATION. D’aprés un résultat de Nagata [9] (généralisé, mais
non publié par Mumford — cfr. [5, I’Appendice par Deligne, p. 413]) on
sait que tout morphisme séparé et de type fini de schémas noethériens et
intégres est « compactifiable ». Plus précisement, il existe une S-immersion
ouverte et schématiquement dense u:X — X’ telle que X' soit un
S-schéma propre.

Soient s le point fermé de 8, ¢ son point générique. Montrons que X’
est une courbe sur S. Pour cela il suffit de montrer que X’ est plat sur S,
puisqu’on sait que X', est irréductible et de dimension 1.

X’ est plat sur S si et seulement si Ass(X')< X', (voir [8, Lecture 6,
Proposition 6]). Comme X est plat sur S et X est schématiquement dense
dans X',

Ass(X') ¢ Ass(X) € X, € X',.

Soient O=X',—X_ et {C;;jeJ} les composantes irréductibles de di-
mension 1 de C. Le corollaire 4 montre qu’il existe une contraction pro-
jective r: X’ — P de {Cy;j € J}. Comme

X s (XI_Ua'eJ O)’)
et » est un isomorphisme de X' —U,_,C; sur (X’ — Ujes C;), row est une
S-immersion ouverte et schématiquement dense. X, est dense dans P,,

parce que X et Py sont des courbes algébriques et que P,— X, est égal
& un nombre fini de points fermés.
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AJOUTE PENDANT LA CORRECTION DES EPREUVES. On trouve aussi les
résultats du théoréme 1 et corollaire 4 dans J. Emsalem, Projectivité des

schémas en courbes sur un anneau de valuation discréte, & paraitre dans
Bull. Soc. Math. France.
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