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Flislegging med mangekantede fliser

Periodisk: Dersom flisleggingen gjentar seg (uendelig
mange ganger under translasjoner).

Aperiodisk flislegging: Ikke periodisk
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Aperiodisk flislegging- Litt Historie

Aperiodiske fliser: Ei endelig mengde (ei eller flere)
mangekanta fliser kalles aperiodisk dersom de bare tillater
aperiodisk flislegging.

Fins de?

1964 - Robert Berger - 20 426 fliser

Redusert til 104 fliser

1971 - Raphael M. Robinson - 6 fliser

1974 - Roger Penrose - 2 fliser

Einstein problemet, Fins det med ei aperiodisk flis?

2023 - David Smith et al. - 1 flis - Hatten
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Regular mangekanter som flislegger kant i kant

Kant i kant: Ei flislegging er kant i kant hvis hver kant er
kanten til nøyaktig to fliser.

1
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Hvorfor bare trekanter, kvadrater og sekskanter?

Se p̊a vinkelsummen der n ≥ 3 eller flere fliser møtes. Vinkelen
i en regulær m-kant er

180(m − 2)

m
,

s̊a

360

n
=

180(m − 2)

m
.

Da er

3 ≤ n =
2m

m − 2
,

s̊a
m ≤ 6.

Hvis m = 5, s̊a er n = 10
3

ikke et helt tall. S̊a de eneste som er
mulig er

m ∈ {3, 4, 6}
er mulig!
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Konvekse mangekanter som flislegger kant i kant

Bare m-kanter med m < 7 er mulig!

Av 6-kanter er der tre typer. (K. Reinhardt (1918))
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5-kanter

Karl Reinhardt (1918): Der er fem typer!
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Flere 5-kanter

Richard B. Kerschner (1968): Der er tre til!
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Martin Gardner, Scientific American 1975
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Martin Gardner, Scientific American 1975
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En 5-kant til

Marjorie Rice (1977):

Marjorie Rice
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Enda en 5-kant til

Richard James (1978):
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Enda tre 5-kanter til

Marjorie Rice (1978):
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Enda en 5-kant til

Rolf Stein (1985):
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S̊a i 2015: Fjorten 5-kanter
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En 5-kant til

Casey Mann, Jennifer McLoud-Mann, David Von Derau
(2015):
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Der er ingen flere

Michael Rao (2017)

S̊a en einstein kan ikke være konveks!
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David Smith: Hatten
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Hva er det å bevise?

To ting: At hatten kan brukes til å flislegge hele planet, og at
denne flisleggingen er aperiodisk

Lage vilk̊arlig store polyfliser som induktivt dekker hele
planet.

To viktige definisjoner og resultater: Kombinatorisk
ekvivalens og en entydig hierarkisk egenskap.

Fylle inn detaljer og fullføre beviset.
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Poly 6-kanter

Polyflis: I en flislegging kan endelig mange fliser danne en
sammenhengende polyflis.
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Flislegging med polyfliser
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Flislegging med polyfliser
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Flislegging med polyfliser
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Kombinatorisk ekvivalens

To flislegginger T og T ′ er kombinatorisk ekvivalente hvis der
er en bijeksjon mellom flisene og mellom kantene som bevarer
relasjonen mellom flisene og kantene.
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Kombinatorisk ekvivalens

To flislegginger T og T ′ er kombinatorisk ekvivalente hvis der
er en bijeksjon mellom flisene og mellom kantene som bevarer
relasjonen mellom flisene og kantene.

Der er en ordentlig (engelsk) definisjon...
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Kombinatorisk ekvivalens

Two tilings are combinatorially equivalent if there exists a
bijection between their tiles, and a bijection between the
maximal line segments in the unions of the boundaries of the
tiles, such that corresponding tiles and line segments in the
two tilings are in the same orientation, corresponding tiles
adjoin corresponding line segments, on the same side of those
line segments, in the two tilings, and corresponding tiles on
the corresponding sides of corresponding line segments appear
in the same order along those segments. [2023, David Smith
et al.]

Kristian Ranestad (UiO), etter Noah Hessen Bjerke Einstein flislegging



Kombinatorisk ekvivalens
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Entydig hierarkisk egenskap

Hovedideen i beviset

En flislegging T har den entydige hierarkiske egenskapen hvis
følgende fire betingelser gjelder:

1 Der fins en flislegging T ′ med polyfliser fra T , slik at hver
flis i T ′ best̊ar av minst to fliser fra T .

2 Flisleggingene T ′ og T er kombinatorisk ekvivalente.

3 Der er en surjektiv avbildning f : T → T ′ slik at
x ⊂ f (x).

4 For hver x ∈ T , er der en entydig mengde fliser U ⊂ T
slik at x ∈ U og

⋃
u∈U er kongruent med f (x).
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Entydig hierarkisk egenskap =⇒ Aperiodisk

flislegging

Bevis ved motsigelse.
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Polyfliser med Hatten
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Polyfliser med Hatten
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Polyfliser med Hatten

Hjelpebilde: halvering av P og F polyflisene
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Polyfliser med Hatten
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Polyfliser med Hatten
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Polyfliser med Hatten
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Polyfliser med Hatten
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Viktig melding: Datakraft-assistanse

Er de nye polyflisene kombinatorisk ekvivalente med de gamle?

Ja! - Hvert tilfelle er sjekket med datakraft [2023, David Smith
et al.]

Har flisleggingen den hierarki-egenskapen?

Ja! - Hvert tilfelle er sjekket med datakraft [2023, David Smith
et al.]
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Takk til Noah Hessen Bjerke, og for oppmerksomheten.
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