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OPPGAVE 1

(a) Regner ut

24422 -4-1-10
B 2-1
24436 2+6i
B 2 2

z

=1+3:.

(b) Substituerer u = 2, du/dt = 2t sd dt = 1/2t du:

1
/tcostzdt:/tcosu-—du
2t
1
:§/cosudu

1 1
= isinu+C’: §sint2+C’.

Substituerer u = 1 + sinz, du/dx = cosz sa dz = 1/ cosz du:

1
/cosa:\/l—l—sin:cda::/cosa:-\/ﬂ- du

COS T

:/u1/2du: §u3/2—{—0

= %(1 +sin:1:)3/2 +C'.

Typeset by ApS-TEX
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(c) Dette er en separabel differensiallikning (dy/dt) = f(t)g(y)

med f(t) = t, g(y) = e”Y. Separerer de variable, integrerer, og
lgser med hensyn pa y:

dy _y
L — t
at €
dy
Yy_Z2 —¢
“dt

(1) = In(5#* +1).

OPPGAVE 2

Veksthastigheten ¢y’ = dy/dt er lik proporsjonalitetskonstanten
a = 2.31-1072 minutt~! ganger antallet bakterier y, sd y = y(¢)
oppfyller differensiallikningen

dy
- = a . .
dt Y
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Det er kjent at lgsningene til denne likningen har formen y(t) =
ce® der ¢ = y(0). For at antallet bakterier skal fordobles fra tiden
t til tiden t + 1" ma:

y(t+T) = 2y(t)

ce®tHT) — 9 gt
ce 0T — 9ppt
el =2
al =1n2
T=1In2/a

s& dette skjer i lgpet av T' = In2/a = In2/(2.31 - 1072) = 30.0
minutter. (Har tre gjeldende siffer siden a er gitt med denne
ngyaktigheten.)

OPPGAVE 3

(a) Koeffisientmatrisen til differensiallikningssystemet er
3 —4
M = :
i
Dens egenverdier er rgttene 1 polynomet

S S W —

1 —2—A]
=B-A)(-2-21) - (-4)(1)
S L W)

det(M — AI) = det [

sSOom er

Azli\ﬂ2—ﬂ—m 1++9

2 2

1
= ﬁ = —1 eller 2.
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Egenvektorene [gi] for Ay = —1 er lgsningene i likningssystemet

(3= (=1))A; + (=4)B, = 0
1A + (=2~ (=1))B; = 0

som forenkler til A1 — By = 0, dvs A; = B;. Egenvektorene [gi]

for Ay = 2 er Igsningene 1 likningssystemet
(3—2)Ay4+(—4)B2 =0
1Ay +(=2—-2)B; =0

som forenkler til Ay — 4By = 0, dvs Ay = 4B5. Den generelle
Igsningen til (x) er derfor

z(t) = Are™Mt + Agse!t = Bie 7! + 4Bye?
y(t) = BieMt + Bye??t = Bie ! + Bye??

Wi

Y

der By, By er vilkarlige konstanter.
(b) De konstante lgsningene (x,y) til det inhomogene likn-
ingssystemet (xx) oppfyller

0=3z—4y+5

O=z—-2y+3

som vi stiller opp slik:
T —2y=-3
3r —4y = —5

og lgser ved Gauss-eliminasjon:

Tz —2y=-3
2y =4
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08

2y =4

som gir z = 1, y = 2. Den generelle Igsningen til («*) er summen
av denne konstante Igsningen og den generelle Igsningen til det
tilsvarende homogene systemet (), dvs.:

z(t) =1+ Bie " + 4 Bye?t
y(t) =2+ Bie™ " + Bye®

Gitt at 2(0) = 3, y(0) = 4 ma By, By oppfylle

3=1 + Bleo + 4B260
4 =2 —|—B160 —|—B260

som gir

B, +4By =2
B1+ By =2

med Igsningen B; = 2, By = 0. (Utregningen er utelatt.) Altsa
er

z(t) =1+ 2e"
y(t) =2+ 2e 7.

Nart — covil z(t) = 1 +2e" - 1+2-0 =1, og y(t) =
2+ 2" = 24+2-0=2,siden lim;_,,, e~ = 0. (Kan alternativt
skrive limy_, o z(t) =14+ 2limy o e™* =14+2-0 =1, etc.) Altsa
naermer denne lgsningen seg tilstanden z = 1, y = 2 nar t — oo.
Dette er lik den konstante Igsningen til likningssystemet, som er

en likevektsstilstand for ().
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OPPGAVE 4

(a) Vannvolumet i bassenget gker med raten V'(t) = Cil—‘;, som er
lik differansen mellom innstrgmningsraten v og utstrgmningsraten.
Den siste er lik proporsjonalitetskonstanten a ganger vannvol-
umet, dvs. aV. Differansen er derfor lik v — aV, og V(t) ma

oppfylle differensiallikningen

dV
E —v—aV.
Det er kjent at denne likningen har generell lgsning
V(t) =ce " — Y ety

(—a) a

der c er en vilkarlig konstant. Her er v/a = 2.4 m® minutt™! /(3.0
102 minutt~!) = 800 m>. Vi er interessert i den spesielle Igsningen
med V(0) = 0 (siden bassenget er tomt ved tiden ¢t = 0), som gir
0=ce’ + (v/a), dvs. ¢ = —v/a. Altsa er

V(t)=(v/a) = (v/a)e™™
— 800 — 800e=3107"1

(b) Bassenget er halvfullt ved tiden ¢ nar V(¢) = (1/2)-10° m® =
500 m°. Dette gir

500 = 800 — 800e 107"
800e 2107 = 800 — 500 = 300
e~3107°1 = 300/800 = 3/8
—3.107%t =1n3/8 ~ —0.981
t ~0.981/(3-107°) ~ 327

sa bassenget er halvfullt etter 327 minutter, dvs. etter 5 timer
og 27 minutter (327 = 5-60 + 27). Nar t — oo vil V(t) —
800 — 800 - 0 = 800 siden e~30"* — 0 nar t — co. Altsd vil
vannvolumet naerme seg 800 m?> ettersom tiden gar mot uendelig.
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OPPGAVE 5

(a) Lar x,, veere antall pa arbeid den nte arbeidsdagen, og lar
Yy, vaere antall syke samme dag. Neste arbeidsdag er disse tallene
henholdsvis z,,41 og y,4+1. Av de z,,; friske pa dag n + 1 var
90% - x,, = 0.9z,, friske dagen fgr, og 50% - y,, = 0.5y,, var syke
dagen fgr. Sa z,41 = 0.9z, + 0.5y,,. Av de y,11 syke pa dag
n + 1 var 10% - z,, = 0.1z,, friske dagen fgr, og 50% - y,, = 0.5y,
var syke dagen fgr. Sa y,+1 = 0.1z, + 0.5y,,. Altsa er

Tp+1 | _ 092, +0.5y, | _ |09 05| |z,
Yne1 | | 0.1z, +0.5y, | |0.1 0.5 Yn
som skulle vises. Gitt 2y = 21000, yo = 3000 far vi for n = 0 at
zy| _ 0.9 05] [zo] _[09 0.5] [21000
y1| |01 0.5 yo| |0.1 0.5 3000

~ [0.9-21000+ 0.5-3000]  [20400
~ |0.1-21000 +0.5-3000 | — | 3600

(Alternativt kunne vi ha brukt formlene direkte z; = 0.9z +
0.5y = 0.9 - 21000 4 0.5 - 3000 = 20400 og y1 = 0.1xg + 0.5yy =
0.1-21000 + 0.5 - 3000 = 3600.)

(b) Vi har at

Tp| | To| 5| 21000
rE R e

for alle n > 0. Vi vil skrive o

M. Egenverdiene til koeffisientmatrisen

som en sum av egenvektorer for

= o o3

0.1 0.5
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er rgttene 1 polynomet

0.9 -\ 0.5
det(M — AI) = det 0.1 0.5 — )
= (0.9 — X)(0.5—X) — 0.5 0.1
=\ —1.4)\+0.4

som er

144142 -4.04  1.44/0.36
B 2 B 2

= 0.4 eller 1.0.

A

14406

Egenvektorene [gi] for Ay = 0.4 er lgsningene til likningssys-

temet

(0.9 — O.4)A1 +0.5B; =0
014, + (0.5 — 0.4)B1 =0

som forenkler til Ay + By = 0 eller Ay = —B;. Egenvektorene

[gi] for Ao = 1.0 er Igsningene til likningssystemet

(0.9 —-1.0)A2 +0.5B, =0
0.142 4+ (0.5 —1.0)Bs =0
som forenkler til —0.1A45 + 0.5B9 = 0 eller As = 5B5. Dersom

[21000

2000 ] er en sum av egenvektorer for M ma

~Bi]  [5By) _ [21000
By By, | — | 3000
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som gir

— By 4+ 5B> = 21000
B, + By = 3000.

Lgser ved Gauss-eliminasjon, og far 6 B, = 24000, dvs. By = 4000
og B1 = 3000 — By = —1000. Derfor er

21000 | | —B; n 5B2 | | 1000 n 20000
3000 | | B Bs | | —1000 4000 | °

1000
Her er [

_1000] en egenvektor for M med egenverdi Ay = 0.4 og

[20000

2000 ] en egenvektor for M med egenverdi Ao = 1.0. Derfor er

z,] .. [21000] .. [ 1000 120000
[yn]_M [3000]_M [—1000]+M [4000]

. [ 1000 . [20000
= (04) [—1000]+(1‘0> [4000]

20000 . [ 1000
= [4000 ] +(04) [—1000] |

Nar n — oo vil (0.4)" — 0, sa

lim z, = 20000 4 1000 lim (0.4)" = 20000 + 1000 - 0 = 20000

17— 00 17— 00
08
lim y, = 4000 — 1000 lim (0.4)" = 4000 — 1000 - 0 = 4000 .

n— 00 n— 00
OPPGAVE 6
(Utelatt.)
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