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Forord.

Den Galoiske teorien skulle av flere grunner egne seg utmerket
til hovedfagspensum i algebra. Samtidig som den gir en innfdring i
praktisk talt alle de fundamentale begrepene i algebraen, viser den
i hoy grad nytten av de innfdrte begreper ved losningen av vanskelige
konkrete problemer. Vi sikter her fdrst og fremst til ldsbarhets-
problemer 1 teorien for algebraiske likninger, men ogsad til problemer
i forbindelse med konstruksjoner med passer og linjal. Det finnes i
dag ingen annen tilfredsstillende behandling av disse problemer enn
ved den abstrakte algebras begrepsdannelse,

Vi har vanligvis ikke tatt med andre ting fra det generelle
grunnlaget i algebraen enn det som trengs for & utvikle den Galoiske
teorien. Blant unntagelsene er f.eks. den viktige Schreiers sats
som vi straks viser et par anvendelser av. Ellers skulle innholds-
fortegnelsen gi klar beskjed om innholdet.

Ke.E. Aubert.



§ 1. Grupper.

l. Gruppedefinisjonen. Studieobjektet i algebraen er forst 09

fremst de sakalte algebraiske strukturer (eller algebraiske systemer).

Med en algebraisk struktur forstdr en (noe upresist) en mengde E
hvori det er definert et visst antall operasjoner som oppfyller visse
regneregler (aksiomer). Ettersom vi velger forskjellige aksiomer for
de operasjoner vi betrakter fir vi forskjellige typer av algebraiske
strukturer. Blant de viktigste av disse er gruppery ringer, kropper
0g vektorrom. Disse spiller alle en fundamental rolle i algebraen
spesielt ogsd for den Galoiske teorien. Vi skal her begynne med det
mest grunnleggende begrepet, nemlig gruppebegrepet.

La G vere en mengde hvori det er definert en binar operasjon.
Det vil si at vi til et ordnet par av elementer (ayb); a og b€ G
har tilordnet et entydig bestemt element c € G som vi skriver
C = ab. Den bin®re operasjonen som vi her har skrevet som en multipli-
kasjon er derfor ikke noe annet enn en avbildning ay produktmengden
GG (dan 4 G.l) Hvis den gitte operasjonen er assosiativ, det vil
si a(bc) = (ab)c sier vi at G danner en semigruppe (m.h.p. denne

operasjonen). Hvis G i tillegg til & vmre en semigruppe oppfyller
folgende aksiomer sier vi at G er en gruppe.

A. Det eksisterer minst ett element e ¢ G med den egenskap at
€a =z a for alle a e G og slik at det til ethvert element
be G eksisterer minst ett element b_l € G som oppfyller
betingelsen b1b = e.

Vi sier her at e er et venstresidig enhetselement i G og at b'l

er en venstreinvers til b (m.h.p. ). Den gruppedefinisjonen vi her

har gitt er tilsynelatende "svakere" enn den definisjonen en oftest
finner i lmrebékeroz) Vanligvis krever en ogsd at e skal vare et
hdoyresidig enhetselement som er entydig bestemt og at elementet b'l
ogsa skal vare en hdyre-invers til b, d.ve.s. bb-l = ¢. Folgende sats

viser at disse tingene er en konsekvens av aksiomene ovenfor.

Sats 1. I en gruppe er et venstresidig enhetselement ogsd et hoyre-

sidig enhetselement og er entydig bestemt. Videre er en venstresidig

invers a_l til a ogsa en hoyresidig invers til a og er entydig
1)

henviser ivi til . .[2].

Nar det gjelder enkle mengdeteoretiske definisjoner og betegnelser

2) Formuleringen A er imidlertid identisk med konjunksjonen av be-
tingelsene 3 og 4 i van der Waerdens definisjon 51  side 19.



bestemt.

Bevis: Pd grunn av assosiativiteten trenger vi ikke & sette parenteser
-1 1 -1 -1

og vi fér av aksiom A at a""aa™" = ga™t - a”i. Multipliserer vi

. . . 2 . -1 ° :

denne likningen fra venstre med den venstre-inversetil a far vi
-1 -1 . -1 ° v .

caa = 8 eller aa = 6 som viser at a 0gsa er hoyre-invers

til a. Av dette fdlger forovrig at a er den inverse til a—l. Vi

far videre at ae = aa ta = ea = a slik at e o0gsd blir et hdyre-
sidig enhetselement. Om €] 09 6, er to enhetselementer far vi
€] = €)°ey = e, som viser at enhetselementet-le er entydig bestemt.
Endelig viser multiplikasjon fra hoyre med a i likningen ba = ¢
at den inverse er entydig bestemt.

Folgende sats viser at gruppebegrepet ogsa kan defineres ved 13s-
barhet av linemre likninger.

Sats 2. En semigruppe G er en gruppe hvis og bare hvis likningene

aX_ = b 09 va = b er 18sbare i x 09 vy ndr a o9 b er faste

vilkdrlige elementer i G. (Disse likningene far derfor automatisk

entydige 1dsninger., )

Bevis: La G vare en gruppe. Da vil de to likningene ha henholdsvis
X = a—lb 0g VY = ba'l som losninger. La omvendt G vare en semi-
gruppe hvor de gitte likninger er losbare. Da vil spesielt likningen
XC = ¢ for et gitt ¢ = G vare ldsbar. Vi betegner en 1dsning av
denne likningen med ¢ slik at ec = ce For et vilkarlig element
a & G kan vi videre finne en x slik at ¢x = a og det gir ea =
€CX = CX = a som viser at e er et venstresidig enhetselement. Resten
av betingelsen A er nd en direkte folge av ldsbarheten av xa = e,
Entydigheten av x i ax = b folger ved d& multiplisere ax, = ax2(=b)
fra venstre med a‘l° Pa samme mite har Yya = b bare en ldsning,

Hvis en semigruppe bestir av et endelig antall elementer sies den
a vere endelig og vi har en semigruppe med forkortningsregel dersom
aX = bX = a = b 0g xa = xb =33 = be

Sats 3. En endelig semigruppe S med forkortningsregel er en gruppe.

Bevis: La a € S og betrakt avbildningen ¢, definert ved at

7a(x) = ax. Forkortningsregelen sier nettopp at ¢, er en-entydig.
Siden S er endelig og derfor ikke kan avbildes en-entydig pa en ekte
del av seg selv mi 7%(8) = S, men det betyr at for et vilkirlig
element b & S kan vi finne et x slik at ¢ (x) = b, men dette
betyr at ax = b er losbar. P4 samme mite blir xa = b 1ldsbar og G



er derfor en gruppe ifdlge Sats 2.
En gruppe sies & vere kommutativ (eller abelsk) dersom ab = ba

for alle a, b & G.

2. Undergruppe, homomorfi og kvotientgruppe. En undermengde H av en

gruppe G sies & vere en undergruppe av G dersom den danner en gruppe

med hensyn pd den operasjonen som allerede er definert i G. Forat H
skal vzre en undergruppe av G er &penbart nodvendig og tilstrekkelig
at om a og b horer til H sd gjdr ogsd ab og T (og b+ ) dek,
For av dette folger at e = aa_le H. Vi kan sld de to betingelsene
H&be H=>ab™te H. Av dette

folger nemlig ved & sette a =b at a &« H = aoa-l =e€ H og av

dette igjen s1 = ate M

sammen og den far da formen a

Den fundamentale egenskapen ved undergrupper er at de pa en
naturlig mdte bevirker en oppdeling av G 1 ekvivalensklassers Vi far
forovrig som vi skal se i det ikke-kommutative tilfellet to oppdelinger,
La H wva®re en undergruppe av . G og la a vare et fast element i G.
Mengden av alle elementer i G av formen ah hvor he H betegner
vi med aH og kaller en venstre-restklasse modulo H. Vi p&stdr na at

to slike mengder aH og bH enten er identiske eller vil ha et tomt
snitt. Er nemlig aH »n bH #f* har vi ahl = ah2 for passenfe
hy, hp e He For en vilkdrlig h € H f&r vi da ah = bhzhl_ he€ bH og
altsd aH € bH. P& grunn av symmetrien f&r vi aH = bH. Venstre-
restklassene aH danner derfor en oppdeling av G 1 klasser som par-
vis ikke har noe element felles., Den tilsvarende kvotientmengden (se
[2]) betegner vi med G/Ho Et element i G/H er altsd en venstre-
restklasse aH. En analog betraktning over mengdene av formen Ha
leder til begrepene hdyre-restklasse 0g hoyre-kvotientmengde. Det vi

forelopig har vist kan ogsd formuleres pa folgende mate:

Sats 4. Hvis vi med hensyn pd en undergruppe H av G skriver

a ;Yb (mod H) o9 a b (mod H) nar henholdsvis a‘be H 0g

ab "¢ H__wvil =, 29 3 definere to ekvivalensrelasjoner i G.

Folgende enkle konsekvens av Sats 4 var allerede kjent av
Lagrange.

Korollar: Hvis en endelig gruppe med n_ elementer har en undergruppe

med m elementer er m en divisor i n.

Vi er nd interessert i hvilken betingelse H ma oppfylle forat de

to ekvivalensrelasjonene g o088 By ogsa skal vare kKongruens-




relasjoner, det vil si at vi f.eks. for 9 har at
X Eh%mod H) medfdrer xz z,yz 09 zx Z zy(mod H) for alle 2z & G

Vi ndyer oss i det folgende med & betrakte relasjonen =N Behandling-
en av EV er helt analog og fdrer til ndyaktig samme (symmetriske)
betingelse pd H. Vi noterer forst at Eh automatisk er en kongruens-
relasjon med hensyn pa multiplikasjon fra hdyre side uten & palegge H
noen ekstra betingelse. For x By, ¥ xy-la Hé& xz(yz) e H

e X2 Ehyz(mod H): #Anta sd at %}, er en kongruensrelasjon m.h.p.
multiplikasjon fra venstre. Da folger av x € Hy devess av x Ehe(mod H)
at yxy_l Ehe(mod H) eller yxy-le He Siden x er vilkdrlig valgt

i H har vi derfor yHy'l S H for alle yg G. Ved 3 erstatte y
med y-l far vi y-lHy € He Skal =, vmre en kongruensrelasjon md
derfor H oppfylle betingelsen yHy = = H (eller den dermed
ekvivalente betingelse yHy-l € H) for alle Yo En slik undergruppe
av. G kaller vi en invariant (eller normal) undergruppe. (Dette be-
grepet ble innfort allerede av Galois.) Er pad den annen side H in-
variant blir =z ogsd en venstre-kongruens for x Ehy(mod H) betyr

at Xy-lé, H og ax(ay)_l = axy"la_lés He Vi har dermed bevist:

Sats 5. Den nddvendige og tilstrekkelige betingelse for at ekvivalens-

relasjonene ;v [o)e] Eh definert med hensyn pd en undergruppe H skal

vere kongruensrelasjoner er at H er en invariant undergruppe av G.

Nar H er invariant er YH = Hy slik at vi ikke f&8r noen
distinksjon mellom hoyre- og venstre-restklasser. Vi skal na se at det
ikke finnes andre kongruensrelasjoner i G enn de som fremkommer av
invariante undergrupper pd den mdten som er beskrevet ovenfor. La =
vere en vilkarlig kongruensrelasjon i G. Da vil for det forste de

e danne en invariant undergruppe

elementer x & G som er slik at x

He av. Go For x z e og vy = e medfdrer Xy £ e5 X 2 e =» xx = = x"l
deVe Se x'l = e 09 X = e medfdrer yxy-l = e, For det annet vil
restklassene modulo He falle sammen med restklassene mehepe Z. For

X Zy& xy"l z ey xy-le' H, &> x z y(mod He)° At vi hermed har en

en-entydig korrespondanse mellom kongruensrelasjoner og invariante
undergrupper i G er klart siden to forskjellige invariante under-
grupper gir opphav til to forskjellige kongruensrelasjoner. Vi formuler-
er dette som

Sats 6. Det finnes ikke andre kongruensrelasjoner i G enn de som frem-

kommer av invariante undergrupper. Det er derfor en-entydig korrespondan-

se mellom invariante undergrupper og kongruensrelasjoner i G.




Hvis = er en kongruensrelasjon slik at ay by o9 a, = by
far vi 813, = byja, = byb, o0g altsa 8ja3y = byby. Dette viser at
den restklassen som produktet ajas ligger i ikke endres om vi er-
statter a) 09 a, med to andre elementer bl 0g b2 som ligger i
de samme restklasser. Med andre ord kan vi entydig definere produktet
av de to restklassene som a; 09 a, horer til som den restklassen
som produktet aja, horer tile Om H er en invariant undergruppe av
G kan vi direkte se dette slik: aHebH = a(Hb)*H = a(bH)H = ab°H.
Vi skal vise at den operasjonen vi hermed f3r definert i kvotientmengden*

G/H gjor G/H til en gruppe. Dette kan lett sees direkte, men er
0ogsda en konsekvens av folgende to ting: 1) Den kanoniske avbildningen

¥y

¢:a—> aH av G pa G/H er en homomorfi og 2) at det homomorfe
billedet av en gruppe er en gruppe og at en avbildning f av en gruppe

inn i en mengde hvor det er definert en bin®r operasjon (som vi ogs3
skriver som en multiplikasjon) er en homomorfi betyr at f(ab) =
f(a)ef(b). At avbildningen ¢ ovenfor tilfredsstiller denne likningen
betyr bare at abH = aH*bH som er selve definisjonen av multiplika-
sjonen av restklassene. En isomorfi er en homomorfi som er en-entydig,

Sats 7. Det homomorfe billedet av en _gruppe er en gruppe.

Bevis: Hvis G er en gruppe og o er en homomorfi av G inn i en
mengde med en binmsr multiplikasjon er det ?%G) = G' som er det
homomorfe billedet av G. La fﬁ(x), P(y) 0g ?(z) vere tre elementer
i G'. Av assosiativiteten i G: x(yz) = (xy)z félger @(x(yz)) =
CP((xy)z) eller \‘[/(x)(-’;ﬂ(y)*’gﬁ(z)) = (ff"(x)"ﬁ(y))ﬂp(z) som viser
assosiativiteten i G'. Videre vil ?(e) v®re et enhetselement i G
hvis e er enhetselementet i G, for ex = x gir r'(e)ofp(x) = ?(x)
hvor @(x) kan velges vilk3rlig i G'. Endelig er @(x™1) den
inverse til Fﬁ(x) idet (f(x_l)fﬁ(x) :<f(x_lx) = %(e)o

Av at G er en gruppe og at a —~aH er en homomorfi fdlger dermed
at G/H er en gruppe under den restklassemultiplikasjonen vi har

definert ovenfor. Omvendt er enhver homomorfi @ : G — G°¥ entydig
bestemt ved en invariant undergruppe i G nemlig mengden ¢ -l({e% ) =
Hf av de elementer i G som avbildes pd enhetselementet e i GY

%J'l({e{§) kalles kjernen i homomorfien ¢ . At <?-l({é§‘) danner en
invariant undergruppe i G ser en lett: 1) P(x) = e" og (y) = e
medfdrer ?7(xy—l> =<P(x)($(y))-l
forer ?Myxy-l) = ?(y)e'(?%y)>—l e'. Videre er ¢ bestemt av
%7—1({e'}) i den forstand at <?(x) = 79(y) ts?gﬁx)(y(y))'l N

e'e' = e' og 2)<f(x) - e' med-



= -
<=$<?(xy'l) = e'& xy-les ?fl({eg-) = Hy o Dette forer til at
korrespondansen <f(a) & aH? blir en-entydig og det fdlger umiddelbart
av regelen for multiplikasjon av restklasser samt av at ? er en .
homomorfi at denne korrespondansen gir en isomorfi mellom G 09 /R
] Vi har dermed bevist:

Sats 8. Hvis H er en invariant undergruppe av._G er den kanoniske
avbildningen G —> G/H gitt ved a — aH en homomorfi med H som
. kjerne. Omvendt vil enhver homomorfi vare av denne typen. For om P
" en homomorfi av G péd G' med Hf, som kjerne vil G' og OM v
isomorfe.,

HI(D
D |~

&2

~ 3. Sykliske grupper. La A vere en vilkarlig undermengde av gruppen

P G. Snittet av alle de undergrupper av G som inneholder A vil igjen
| vare en undergruppe H(A) av G og H(A) vil tydeligvis vere den en-
‘ tydig bestemte minste undergruppe av G som inneholder A. En sier at
undermengden A genererer undergruppen H(A). H(A) bestar noyaktig
avnfe géementgi i G som lar seg skrive som et endelig produkt

3] "3y Teeeap hvor a; € A og n; er et helt positivt eller

- negativt tall. (Om -n er negativ betyr a~ " elementet (a'l)n 0g

éoz e hvor e er enhetselementet i G.) Spesielt enkelt blir det nar
A reduserer seg til ett element A = {é& o Da vil H(A) bestd av
mengden av alle positive og negative eksponenter av a. Generelt sier
*en at en gruppe G som kan genereres utfra ett av sine elementer, altsd
G = H({aj) for passende a & G, er en syklisk gruppe. En syklisk
gruppe er alltid kommutativ og det finnes to typer av dem: Hvis

G=H ({a}) er uendelig betyr det at alle potensene a" er for-
skjellige og G blir isomorf med den additive gruppen Z av de hele
rasjonale tall. Hvis G er endelig er den av formen G = {e, a, 8230009
-am'l} hvor n er det minste hele tall slik at a" - €. Denne
;gruppen er isomorf med restklassegruppen modulo m beskrevet i eksempel
"1 nedenfor. En liten sats som vi f&r bruk for senere er folgende:

Bats 9. En undergruppe av_en syklisk gruppe er selv syklisk,

Bevis: La G vere en syklisk gruppe med generator a og H en under-
gruppe av  G. La videre p vere det minste hele tall > O slik at
e H. Vi pdstdr at aP genererer H. Anta at b = a" € H. Vi kan
tydeligvis anta at n > 0 (for om a" er en positiv potens av aP -
slik som vi skal se er tilfellet - s& vil a" yemre lik den til-

svarende negative potens av aP). vi skriver n = gptr med 0 € r ¢ P




og far a" = (aP)%aT eller af = a"(aP)9e¢ H siden a~P og a" e H
Pa grunn av minimalegenskapen til p er derfor r = O 66 @ = (o )ja

4. Eksempler pd kvotientgrupper. 1) La 2 betegne gruppen av de hele

rasjonale tall med addisjon som gruppeoperasjon og la m v&re et helt
tall > O. Den uendelige sykliske gruppen (m) = mZ generert av m
bestar av alle hele positive og negative multipla av m., Undergruppen
mZ leder til en kongruensrelasjon a = b(mod mZ) i 7 som ikke er
noe annet enn den vanlige tallteoretiske kongruensrelasjonen som vi
skriver a = b(mod m). For a z b(mod mZ) betyr jo at a - b « mZ ,
deves. mf(a - b)., Kvotientgruppen </mZ kan pd vanlig mdte represen-
teres ved tallene O, 1, 2, ..., m-1 hvor en adderer dem modulo m.

Denne endelige sykliske gruppen generert av 1 er restklassegruppen

modulo m.,

2) La s& Cc* betegne gruppen av de komplekse tall $+ 0 med
multiplikasjon som gruppeoperasjon. C* har spesielt to viktige under-
grupper - nemlig gruppen R+x bestdende av de reelle tall > 0 og
gruppen T bestdende av de komplekse tall med tallverdi lik l. La oss
forst se pa kongruensen a = b(mod R+*)° : ab-%e' R+x° Siden ethvert
komplekst tall kan skrives entydig p3 formen ?el% med r > O,

0 ¢ ¢ < 29T f3r vi hvis vi setter a = r,~el%’ 09 b = pL91?2 at

Ty s (o .
. E£el(fi (?Q)D Vi far derfor a = b(mod R+x) hvis og bare hvis

2
?1 =<P2. Hver restklasse i C® modulo R ¥ bestdr med andre ord av
en rett linje i det komplekse plan som strdler ut fra origo. Vi ser
umiddelbart at C/'R+x ¥ T. Hvis vi pd den annen side betrakter
, Br o ifh g
kongruensen modulo T far vi ab‘l = ;iel(%l- 2) € T hvis og bare

2

hvis ) = rp. Restklassene modulo .1 er med andre ord dannet av
sirkler omkring origo. Her f&r vi C/T = R+X. Om R som vanlig be-
tegner den additive gruppen av de reelle tall 0g 2MZ er under-
gruppen av de hele pos. og neg. multipla av 21T vil tydeligvis (den
multiplikative gruppen) T 1igjen vare isomorf med den additive gruppen

R ot 7,

5. Grupper med operatorer. Isomorfisatsene. Mange satser i gruppe-

teorien kan gis en mer generell formulering ved 8 anvende begrepet
"gruppe med operatorer" og dette har stor betydning for mange an-
vendelser.

La G wv=mre en gruppe og J]. en mengde av elementer som virker som



operatorer i G 1 den forstand at det til & & 52 cg ge¢ G svarer
et entydig bestemt element «Age G. G sies & vare en gruppe med
operatorer (51) hvis elementene i Jz pa denne mdten virker som
Xg+ah for Se Sl s O

endomorfismer i G, d.ves. (g+ h) =
h € Ge En undergruppe H av G sies & vere en J?.-undergruppe hvis
oAh &H hvergang A € . og he H.

Eksempler. 1) Hvis a er et fast element i G wvil avbildningen
X —> axa"l v®Ere en automorfisme d.ve.s. en isomorfi av G pa seg selve

Automorfismer som er av denne form kalles indre automorfismer. G er

derfor en gruppe med operatorer om en setter JQ. lik mengden av de
indre automorfismer. nﬁl-undergruppene faller her sammen med de in-
variante undergruppene i G.

2) Et vektorrom kan oppfattes som en gruppe med operatorer
hvor G er den underliggende additive gruppen og S er skalarkroppen,
AjZ -undergruppene er her undervektorrommene.

3) Den additive gruppen 1 en ring R se kapitlet om ringer)

oy SN

kan oppfattes som en gruppe med operatorer hvor _ identifiseres med
R og "virkningen" av operatoren r € R p& elementet g e R(+) er
vanlig ringmultiplikasjon reg., Er f.eks. R kommutativ blir Je -
undergruppene i R(+) identisk med idealene i R. Vi viser nad den

enkle

Sats 10. Den nddvendige og tilstrekkelige betingelse for at ekvivalens-
relasjonen = (Eh eller ;v) indusert av _en undergruppe H av G
skal v®re en kongruensrelasjon miheDe S doves. a £ b(mod H) =

Ada zdb(mod H) for e 52 er-at H er en Q—undergruppe,

Bevis: Vi bemerker fdrst at om XE Q2 sd er Aa = aee =@ a K2
devess @'2 = e. Anta s8 at = er en kongruens m.h.p. £ og at

a €H. Da vil a = e(mod H) og dermed ola zole = e (mod H) som viser
at Aae€ H. Er omvendt H en £ -~undergruppe folger av a = b{mod H)
at ab-le H som gir dﬁab—l) =<1a°<X(b-l) =da. @lb) H, og dette
betyr at ola = ol b(mod H).

Denne satsen viser at om H er en invariant undergruppe kan
kvotientgruppen /H pa& en naturlig mdte betraktes som en gruppe med
operatoromrdade A/ dersom H er en L. -undergruppe. For da kan vi
definere dJaH) = @a)°H eller om vi betegner den kanoniske homomorfien
av. G pa 94 med <F oL ( f( g8} = LfGXa) Denne llknlqgen uttrykker

(3

som en ser at <f kommuterer med alle operatorene A€ AL ., At




elementene i 52- dermed opererer som endomorfismer i G/H folger av
A (Pla)Pb)) = x(plab)) = PElab)) = ¢ (&(a)-c(b)) = ¢la)-Plb)
A (ipla) )" (b)).

Ndr vi sammenlikner grupper med operatorer (f.eks. med hensyn pa
isomorfi) betrakter vi alltid grupper med samme operatoromrade fgi o V&
kaller da en homomorfi %7 en -:z-homomorfl hvis vi har OQ(Z
?(da). Hvis ¢ dessuten er en-entydig kaller vi den en Z—-lsomorfl.

I folge det som er sagt ovenfor vil derfor hvis H er en invariant

SL -undergruppe av G den kanoniske homomorfien G *Q'G/H V®Ere en
Q -homomorfi. Omvendt hvis G->G' er en - -homomorfi av. G pa G'
vil kjernen H foruten som fdr & vere invariant 0gsd vere en f4-
undergruppe. For om <P(a) = e' wvil ogsi af&%a) = dpla)) =ale' = ez
Endelig er det klart at korrespondansen aH &~éa%(a) etablerer en S/ -
isomorfi mellom G/H og G'. Vi har derfor fdlgende utvidelse av
Sats 8

Sats 1l.(Den fundamentale homomorfisatsen for grupper med operatorer, )

La G vare en gruppe med operatoromride jz og H en invariant {2 -

undergruppe av G. Da er avbildningen G —» G/H en.EZ-homomorfi. Om-

vendt hvis @ er en % -homomorfi av._G pa G' wvil kjernen i denne
!

homomorfien vare en invariant S -undergruppe H,, av G og G' er
Jz~-isomorf med G/Hf :

Vi skal sa bevise de to isomorfisatsene.

Sats 12. (Fidrste isomorfisats.) La G vere en gruppe med operator-

omréde.SZ hvor H og N er to invariante 2 -undergrupper slik at
N € Ho. Da er G/H 0g G/§4y%l JZ.-isomorfea

Bevis: En ser for det fdrste lett at H/I\I er en 1nvar1ant undergruppe
v G/Nn Om vi betrakter (. -homomorfiene <ﬂl G —> /N 0g j?Q
G/N-5(LﬁVﬁ/N vil sammensettingen av ‘fl 0g 732 gi en ) -homomorfi

av G pa G4$4yN « Siden kjernen i denne sammensatte homomorfien
tydeligvis er H fdlger satsen direkte av Sats 11,

Sats 13. (Annen isomorfisats.) La G vare en gruppe med operatoromrade

'S {
3L hvor H er en L -undergruppe og N en invariant g»-undergruppe°
Hu%@ og

Da er Hn N en invariant £ - -undergruppe av__H og gruppene
H/ﬁﬁ N er{l -isomorfe.

Bevis: Her betyr HeN som vanlig mengden av alle produkter hen hvor
he H o3 ne N. HeN er den minste ﬂz -undergruppe av G som inne-
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holder H og N. La s8 xeH og ae HMm N. Da blir xax i ¢ H
fordi H er en undergruppe og xax-le; N fordi N er invariant i G
og derfor ogsa i H. Altsd xax_le; HN" N og HA N er invariant i
H. La sa den kanoniske homomorfien G - G/N betegnes med % . Na
er 30 (HeN) = @(H) en f£2 -undergruppe H av C/N og vi fdr at P
induserer to homomorfier av <& -undergruppene¢ HN og H inn pd H.

De respektive kjerner er henholdsvis N og HN N slik at vi etter
Sats 11 f3r de to £ -isomorfiene HN/N ~H og Hatn N®H. Vi har

derfor ogsa HN/N Q’H/H A No

6. Satsene til Schreier og Jordan-Holder for grupper med operatorer,

Vi innfdrer forst noen begreper. La G vare en gruppe med operator-
omr&de L& En endelig rekke av JQ~—undergrupper av G slik at

(l> G:Go;GlQoao- ‘{e

kaller vi en normalrekke hvis enhver Gi er invariant S0 -undergruppe

av Gi_le Kvotientgruppene Gi--J/Gi kalles normalrekkens faktorer.
En annen normalrekke

-~ By )
(2) G = Hl 2 H2 ; oeo-—’Hn = ]‘ej
kalles en utvidelse av (1) dersom alle Gy i (1) ogsd opptrer i (2).

I en generell normalrekke utelukker vi ikke den mulighet at et ledd kan

forekomme flere ganger altsid Gi = G. Hvis alle Gi er forskjellige

i+1°®
snakker vi om en normalrekke uten gjentagelse., En normalrekke uten

gjentagelser som ikke tillater noen utvidelse uten gjentagelser bortsett
fra den selv kaller vi en komposisjonsrekke. Det er tydelig at en

normalrekke uten gjentagelser er en komposisjonsrekke hvis 09 bare hvis
hver faktor S %/G er en enkel gruppe i den forstand at den ikke
inneholder andre undergrupper enn seg selv og undergruppen som reduser-
er seg til enhetselementet alene. (En konstaterer nemlig lett at {7 -
undergruppene i G/H er i en-entydig korrespondanse med de {2 -under-
grupper av G som inneholder S -undergruppen H.) Vi sier at to
normalrekker er isomorfe (eller ekvivalente) hvis vi kan finne en en-
entydig korrespondanse mellom de to rekkers faktorer slik at korrespon-
derende faktorer er 5L -isomorfe. Vi bruker her det vanlige isomorfi-
tegnet og det er tydelig at isomorfi mellom normalrekker er en
ekvivalensrelasjon. Vi understreker at denne korrespondansen ikke be-
hover a bevare faktorenes rekkefGlge. Generelt vil vi ha hvis (1) og (2)
var isomorfe at Oi- l/G - Hj- l/Hj med i 4 Jj.
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Ved beviset for Schreiers sats vil vi f3 bruk for fdlgende

Lemma. Hvis G 2G, 2. = {e} o9 G ZH 7 .. 2H, = {el er
to isomorfe normalrekker sa kan man _til enhver utvidelse av den forste

rekken finne en dertil isomorf utvidelse av den andre rekken.

Bevis: La oss anta at den forste rekken er blitt utvidet slik at av-
snittet mellom Gi 0g G.+ etter utvidelsen ser slik ut

(3) el

1 =08y, 6 2.2 G o= Gy

Etter den forste isomorfisatsen (Sats 12) har denne rekken faktorer
som er parvis _{/ -isomorfe med rekken

G ~ (32 - - G: j
(4) 1/’Gl+l . 1,1/Gi+l 2 eoo = l’k/ci+l = je}

Etter antagelsen vet vi ni at Gi/Gi+l er {l-isomorf med en passende
faktor HJ'/HJ.*__L i den andre rekken. Hj/H tillater derfor en

j+l
normalrekke
H, > Hj,1 - o Hi+l = Jel
J/HJ+.]. = J’ /I_l:j‘l’l =~ o000 X J /Hj+l = j\e\j
fullstendig identisk med (3), deves. Hi,tp. o Gy »t/G.,, for

1l €t< k. Av denne f&r vi nd en normalrekke med parvis samme faktorer
(igjen etter l.isomorfisats).

28 5 D = Jal
e e E ey = qel

som da ogsa md vere isomorf (her til og med nar det gjelder faktorenes
rekkefdlge) med (3). Dermed er lemmaet bevist.

Sats 14. (Schreiers sats). Hvis Ny 99. Ny er to normalrekker i G

kan vi finne to utvidelser av henholdsvis N) o9 N, som er isomorfe.

Bevis: La de to gitte rekkene vare

KR o ' 5 1l

Ny 262G 2G, 2..0 26 = Le} |

Og & - B 5 ‘L
N2 = iG = Hl =’ H2 S e Hn - ';_»e g)

Vi skal fore et induksjonsbevis pd folgende mite: Satsen er tydeligvis
riktig for tilfellene m =n =1 og m = ly n = 2. Vi beviser den s
for n =2 og vilkarlig m ved induksjon med hensyn pd m. Dernest
for vilkdrlig n (og m) ved ny induksjon med hensyn pd n.

For n = 2 kan vi skrive N2 pa formen G ®H ZFE = {e} og vi
1°H° For de
normalrekkene vi skal danne nedenfor er det her forst nodvendig a

innforer (ﬁ-undergruppene D = G;” H og F = G, v H =G
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konstatere at Glf\ H er en normal gi-undergruppe av bade Gl og:= K
(det har vi allerede gjort i beviset for Sats 13), &% G, og H er

normale undergrupper av F (siden de jo er normale i hele G) samt at
F er normal i G. Det siste ser vi slik xGle'l = (xGlx-l)(xHx'l) =

GlH siden G_L 0g H hver for seg er normale kZ-undergrupper av G,
Etter induksjonsantagelsen har nd rekkene av lengde m-1 og 2

: ) 1—1 .‘( 5 - 3
‘i‘Gl;Gz=noe ?Gm-ﬂx Og LGl-D‘Ex‘

1
(=4 [

isomorfe utvidelser

0o _DE °

LY
W)

G, D 56, D s Bl & 2
(1) {G] F ves Gy 2 ... PG = E] 2 {Gl F wse D

<

2

P& grunn av annen isomorfisats er nd '/H ?’Gl/b og F/Gl'?*H/D 0g
derfor

25 >p gl v JF = > E b
(2) {F 26, 2D = E} e*{F ZH 2D ZE]

Om vi i (1) p& begge sider foyer til F som fdrste ledd vedblir
isomorfien a holde og hSyre side vil da representere en utvidelse av
venstre side av (2). Etter lemmaet ovenfor kan vi da finne en utvidelse
av hoyre-siden i (2) som er isomorf med hdyre-siden i (1) (ndr vi der
har tilfdyet F). Altsa:

, = - 00 = '"'\'-oo = = Doni = .‘.ooe = .:‘ooo = ,zo
3) {F=2g, 2 ZD = 2 B} ¥ {F = ZH = =D 2 ZE

Siden isomorfien i (1) bevares ved & fdye til G og F og isomorfien
i (3) bevares ved & féye til G fa&r vi ved 3 sammenlikne (1) og (3)
isomorfien

A

2 F = = 2 ; celwds or 2 g
{’sz S)Glzooo_Gz_o-o QGm_EJ..'i‘G.DL :.oo ?H_-r

- = . &’}
o oo ﬁJD--/oo.‘.ﬁ.Ej

Schreiers sats er dermed bevist ved induksjon for det spesielle til-
fellet at n = 2 (m er vilkirlig). Vi antar s& at den holder for
n-1 og vilkarlig m og skal sd vise at den holder for n og m.
Siden den er bevist for n = 2 har spesielt rekkene Nl 0og rekken
G 2 H 2 E isomorfe utvidelser

(4) {G;..,?G - BT O T

; .. 2E}F {6 2000 2H, 2... 2 Ef

—
e

2
Siden rekken

{ - > - - g
(5) {H ZHy 2 .00 2H_ = E

har (n-1) ledd kan vi etter induksjonsantagelsen finne isomorfe ut-
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videlser til (5) og den delen av hdyresiden av (4) som begynner med

Hlo Dette gir da en utvidelse av hdyresiden av (4) som har formen

{62... 2H 2... 2H, 7 ... ®Hy 2 ... PE}. Videre fir vi da

igjen ved d& bruke lemmaet en dertil isomorf utvidelse av venstre siden
v (4) slik at

)
{g 2 > o e >
(6) [G 2G] 2 eesiGy 2 eue

"

E
ES
som viser at Schreiers sats gjelder for vilkdrlig m og n.

Hvis det skulle finnes gjentagelser i (6) f.eks. pa venstresiden

slik at G; = G, , for en eller annen i s§ vil = /Gl+l = E og vi
vil ogsa ha HJ/H j41 = E eller H:

= H
tagelsene pa venstre side ma forekgmme iiie ofte som pd hdyre side og
om vi stryker dem pa begge sider (d.v.s. om Gi forekommer k ganger
stryker vi k-1 av dem) vil vi pd bsgge sider i (6) f& normalrekker
uten gjentagelser. Vi far tydeligvis av dette at to normalrekker uten
gjentagelser alltid har isomorfe utvidelser uten gjentagelser. Av

"

G

= = p &
= {G_Dooe -Hl.— o0 0 :?HQ

"

for en passende j. Gjen-

dette fdlger na som

Korollar l. (Jordan-Hdlders sats) To komposisjonsrekker i G er alltid
isomorfe. Siden to komposisjonsrekker ikke tillater andre utvidelser

uten gjentagelser enn seg selv m& de etter Schreiers sats vare isomorfe.

Dette korollaret uttaler ikke noe om eksistensen av komposisjons-
rekker. Meningen er bare den at om to slike eksisterer er de isomorfe.
Vi noterer ogsa fdlgende

Korollar 2, Hvis G har en komposisjonsrekke lar enhver normalrekke

uten gjentagelser seg utvide til en komposisjonsrekke. Spesielt hvis

H er en vilkarlig invariant JQT-undergruppe av__G finnes det da en

komposisjonsrekke som inneholder H som ledd.

Vi kaller en gruppe opplosbar hvis den har en normalrekke hvor
alle faktorgruppene Gi'l/G er abelske. Hvis G/H er abelsk og N
er en annen invariant /- undergruppe av. G slik at HEN <SG vil
ogsd faktorgruppene N/H 09 G/N ve®re abelske. At den fOrste er
abelsk er klart siden den er en undergruppe av G/H. At den andre
er abelsk félger av at N kan skrives som en union av restklasser
modulo H LJa H og vi far da for to elementer aN og bN i
S/N ¢ aNebN = aHe l)a HebH | ) a, ;H; her er alle opptredende faktorer
elementer i /H 0g kan permuteres som vi vil. Ved & bruke distributivi-
teten av multiplikasjonen Mme.hep. unionen ser en lett at dette uttrykket
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ogsd er lik bNeaN. Av dette fdlger ni

Korollar 3. Har en oppldsbar gruppe G en komposisjonsrekke sa er
alle faktorgruppene i en slik enkle abelske grupper. Hvis G er endelig

er faktorgruppene sykliske grupper med primtallsorden.
Den siste delen fdlger av at en endelig abelsk gruppe G uten

andre undergrupper enn seg selv og {e? ma vere en syklisk gruppe av
primtallorden. For om G er av orden n £« o0g a et element i G
forskjellig fra e ma undergruppen generert av a uttomme hele Go.
Altsda G = ie, a, a2, . an'l} hvor n er det minste naturlige tall
slik at a. = e. Var n = nin, med J<ny < n ville mengden
{e, an2, a n2’ oo a(n"l)n2} danne en ekte undergruppe av G imot
forutsetningen.

Av dette far vi nd videre

Korollar 4. Ethvert helt positivt tall lar seg entydig spalte i et

produkt av_ (positive) primtall.

Bevis: La n vere et naturlig tall. Eksistensen av minst en primtall-
. o, 94
°ppspalting n =z p;* ... P K er opplagt. La s@ G vare den sykliske

gruppen av orden n generert av elementet a °g p; et primtall som
gar opp i n j N =z=njep;. Da vil elementet apl generere en syklisk

undergruppe G, av G med orden n; G = {e, aPl .., a<nl-l)pl}~.

/Gl blir av ordenen % = Py Vi foretar et liknende resonement pa

1

Gl og far en ny undergruppe 62 av Gl av ordenen Ny = slik

P *Py
at Gl/G2 er av ordenen p,. P& denne miten fdr vi at det til enhver
oppspaltning n = plp2“.pj blir tilordnet en komposisjonsrekke

GDGlTJ 900 ;‘Gj -E

hvor alle kvotienter G

i+l/Gi har primtallorden og nettopp utgjor prim-
faktorene i en oppspaltning av n. Jordan-Holders sats (Korollar 1) gir
da umiddelbart entydigheten av denne oppspaltningen,

For det siste korollaret skal vi gi et par definisjoner. Et vektor-
rom over en kropp K er en abelsk gruppe skrevet additivt med et
operatoromrdde {2 som er en kropp K og slik at om Ay, BeK saer
@B)a = d&ﬂa) 09 lea = a nar 1 er enhetselementet i K. Begrepet
vektorrom er altsd et spesialtilfelle av begrepet gruppe med operatorer.
Om V er et vektorrom sier vi at en undermengde B av V er en basis
for V dersom 1) elementene i B er linemrt uavhengige (over K)

2) B genererer Vy deves. V er det minste vektorrommet som inneholder
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Be Hvis V har en basis B som bestdr av et endelig antall
elementer sier vi at V er endelig-dimensjonalt. Det folgende
korollaret viser at dette tallet er en invariant karakteristisk for

selve vektorrommet.

Korollar 5. To basiser for et og samme endelig-dimensjonale vektorrom

inneholder like mange elementer.

Bevis: La {xl...xn§ vare en basis for V. Denne basisen gir opphav

til folgende komposisjonsrekke for V

[_x ...XJJ [_x cee X, lJ s 5 Mf[xl,x Lx 7 D‘éO%
At dette v1rkellg er en komposisjonsrekke for V fdlger slik:
Var Lx cee Xy lf il }) Q"xl...x vl ek we U Zx Lo X, lJ vere av
i

formen x = } & sx; hvor &; 4 0. Da md ogsd x- Z
j=1

a.x « U og -Xi € Uy devess U = [% o w5 J Invarlansen av tallet

n folger nd direkte av Jordan-H&lders sats.

§ 2. Kommutative ringer og idealer.

7. Ringdefinisjonen. Vi skal nd gd over til & behandle et annet
fundamentalt algebraisk begrep - nemlig ringbegrepet. I en gruppe
hadde vi bare en operasjon som vi skrev som en multiplikasjon. N&
skal vi betrakte algebraiske systemer R hvor det er definert to
operasjoner (z: to avbildninger av. RXR inn i R). Vi skal skrive

de to operasjonene som =+ og + 0g betegner dem som multiplikasjon
09 addisjon. Vi definerer: En ring er en mengde R hvori det er
definert to operasjoner - addisjon og multiplikasjon - slik at R
danner en abelsk (2>: kommutativ) gruppe m.h.p. addisjonen, multipli-
kasjonen er assosiativ: al(bc) = (ab)c 0g addisjonen og multipli-
kasjonen er bundet sammen ved de to distributive lovene al(b+c) =
abtac og (b+c)a = ba+ca.

Skjematisk ser derfor aksiomsystemet for en ring slik ut

i atb = bta

a5 a+ (b+c) = (a+b)+c

3. at0 = a

4, at(-a) = 0

s M a<bc) = (ab)c

6 a(b+c) = abtac, (b+c)a = batca.
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Vi noterer oss med en gang at a«0 = O for alle a€ R for pa grunn
av 6 er a*0 = a(b-b) = ab-ab = O,

Ved det generelle ringbegrepet forutsetter en alts3 ikke at
multiplikasjonen er. kommutativ.. I det fdlgende skal vi imidlertid
gjore denne forutsetningen slik at vi bare betrakter kommutative

ringer. Andre viktige typer av ringer er ring med enhetselement,
integritetsomrade og kropp. Vi sier at den kommutative ringen R har
et enhetselement e dersom ea = a for alle a & R. Vi vil betegne
mengden av elementer forskjellig fra O-elementet i R med

R® = R-{O}° En viktig type av ringer er de som har enhetselement 0g
hvor R® er lukket under multiplikasjonen i R, d.ves. hvor

a $+ 0&b 40 = ab ¢ 0. Disse ringer kalles integritetsomrader. Den

gitte betingelse sier at nullelementet ikke kan skrives som et

produkt av to elementer som begge er forskjellig fra 0. Vi sier der-
for ogsd at et integritetsomrdde er en kommutativ ring med enhets-
element og uten nulldivisorer. Vi har folgende lille sats som gir en

annen karakterisering av integritetsomridene.

Sats 15. En kommutativ ring R med enhetselement er et integritets-

omrade hvis og bare hvis den tilfredsstiller forkortningsregelen

a*b = ac =» b=c for enhver a 4 O

Bevis: Anta at I er et integritetsomrdde »: ikke har nulldivisorer
©g at ab = ac deves. ab-ac = 0 eller af(b-c) = 0 (etter aksiom
6). Siden a $ O og vi ikke har nulldivisorer m3 b-c = 0 d.v.s.

b = c. Anta omvendt a 4 O ;@b = 0 og forkortningsregelen. Da gir
ab = 0 = a0 ved forkortning med a at b = O.

Vi merker oss altsd at om R* er multiplikativ semigruppe (u:
lukket under multiplikasjon) s& er den ogsd automatisk en semigruppe
med forkortningsregel.

Hvis ikke R™ bare danner en ikke-tom multiplikativ semigruppe
(med forkortninsregel), men ogs& en gruppe sier vi at R er en kropp.
Etter hva vi beviste helt til & begynne med om grupper er det
ekvivalent & si at R er en kropp om divisjon i R alltid er utfor-
bar, altsd at likningen ax = b for a 4 O 0og b wvilkarlig alltid
har en 18sning. Etter hva vi s& fir da ringen automatisk et multipli-
kativt enhetselement.

Eksempler. Vi skal her bare nevne noen eksempler i fleng. Noyere
behandling av flere viktige eksempler vil bli gitt i tilknytning til
behandlingen av idealbegrepet nedenfor. 1) Ringen Z av de hele
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rasjonale tall under vanlig addisjon og multiplikasjon. 2) Ringene av
henholdsvis rasjonale, reelle og komplekse tall under samme opera-
sjoner. 3) Ringen av alle n-n-matriser under vanlige matriseaddisjon
og matrisemultiplikasjon. 4) Ringene av alle kontinuerlige, henholds-
vis begrensede reelle (eller komplekse funksjoner med et vilkarlig
topologisk rom som argumentomrdde. 5) Ringen av alle undermengder av
en gitt mengde hvor multiplikasjonen er snitt-operasjonen og

addisjonen er operasjonen symmetrisk differens A2B = (AUB)-(AnB).

8. Ideal, kongruens, restklassering, homomorfi. En kan ledes til

idealbegrepet pd ndyaktig samme méte som en ble ledet til begrepet
invariant undergruppe i gruppeteorien, nemlig ved & undersdke nar
den ekvivalensrelasjonen a = b (mod H) som induseres av en additiv
undergruppe i den additive gruppe i ringen ogsd er en kongruens-
relasjon mshep. multiplikasjon. Det vil si for hvilke undergrupper
H av R(+) a = b= ac = bc. At dette er en kongruens m.h.p.
addisjon har vi jo allerede vist idet enhver undergruppe av den
kommutative gruppen R(+) er invariant. Dette er imidlertid ikke den
historiske opprinnelsen til idealbegrepet som fodrst oppsto i teorien
for de hele algebraiske tall i tilknytning til problemet om entydig
oppspaltning i primfaktorer.. Innfdringen av idealbegrepet blir her
forst og fremst motivert ved den fdlgende Sats 16.

Definisjon. Med et ideal i en ring R forstdr vi en undermengde O

av. R som er en undergruppe av R's additive gruppe og er slik at om
a€dl og re R sder ar @ Ol . Eksempler pd idealer vil bli
gitt etter at vi har bevist endel grunnleggende satser om dem.

Sats 16. Den ekvivalensrelasjonen = som bestemmes av en additiv

ol
undergruppe ¢ av_ R(+) er en kongruensrelasjon meh.p. multipli-

kasjonen hvis og bare hvis @ er et ideal i R, Avbildningen

oL —> Em gir en en-entydig korrespondanse mellom idealene i R 0g

mengden av_alle kongruensrelasjoner i R (kongruenser m.h.p. bade

addisjon og multiplikasjon).

Bevis: La Ul veare et ideal i R og la a = b (mod61)7:: a-bellL .
Den multiplikative idealegenskapen gir da r(a-b)€ O for vilkarlig

r € Re Av distributivitetsaksiomet fdlger ra-rb € O som betyr

ra £ rb (mod OL). Anta omvendt at £, er en multiplikativ
kongruensrelasjon. Da fdlger av a €@l som betyr a = O (mod OL )

at ra 2 re0z0 (modOl) > rae0l og O er et ideal. - Edrste del
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av beviset ovenfor viser at avbildningen Cﬂ~ﬁ‘5@, er en avbildning
av mengden av alle idealer i R inn i mengden ab alle kongruens-
relasjoner. For &8 f8 frem siste del av satsen gjenstdr det derfor 3
vise to ting:1l) At denne avbildningen er enfentydig 2: to for-
skjellige idealer i R gir opphav til to forskjellige kongruens-
relasjoner, 2) At avbildningen er Eé mengden av alle kongruensrela-
sjoner i R >5: at enhver kongruensrelasjon i R har formen Z-JZ
hvor ¢l er et ideal i R. 1) er opplagt idet om d, $0, har vi
et element a slik at ae @, men ag¢ OL » 09 da blir a = OQZL)
mens a § O (f,) som viser at Zor) #zmpe For 3 vise 2) anta at

“ er en vilkarlig kongruensrelasjon (m.h.p. bade - og +) i R.
Den klassen mohep. ~v som inneholder O er da et 1deaIV1 R. For
av kongruensegenskapene til -~ tolger at av a ~ 0 fdlger
O+t(-a) ~ a+t(-a) 2 -a~ 0 og a~ 0 & b~oO = atb ~ 0 samt
a ~ O=3ra~ r0-~s0, a- b er ensbetydende med a-be I (siden
™/ er en additiv kongruensrelasjon) og dette er igjen ensbetydende

med a = b (mod Ol ) som viser at z, 09 ~ er identiske. Sats 16
medfdrer at vi for restklassene modulo et ideal O pa en naturlig
mate kan definere bade en addisjon og en multiplikasjon. Om &7 +b 0g
Nl+c er to slike restklasser vil summen og produktet av disse to
restklassene vare henholdsvis restklassene @+ (b+c) og Ul+bc. Vi
far jo f.eks. dette siste ved direkte "mengdemultiplikasjon"
Ol+b)-O+c) = BLOL+0 c+ii+be € U+be. (Her betyr generelt om A og B
er to undermengder av R mengdeproduktet AeB mengden av alle
produkter a°b hvor a e A 0g b & B.) Vi ser her at selve mengde-
produktet av (L+b og L +c ikke nodvendigvis mad vare llk(7-+bc men
bare er inneholdt i denne restklassen. Men det er denne entydig
bestemte restklassen som mengdeproduktet er inneholdt i som tas til
definisjon pa produktet i restklasse-mengden R/bz.

Forste del av satsen ovenfor har vi forovrig allerede bevist i mer
generell form i Sats 10. Som vi har bemerket tidligere kan jo den
additive gruppen i en ring oppfattes som en operatorgruppe hvor
£2 =R 0g hvor virkningen av et element rf?.gl = R pa et element
a&€ R kort og godt er produktet ra. Operatoren r definerer med
andre ord avbildningen a -3 Ta. ,ﬁz—undergruppene i R blir da
idealene i R og den generelle homomorfisatsen Sats 11 gir her

sats 17. Hvis R er en kommutativ ring og O er et ideal i R vil
avbildningen R — R/b1 v@re en ring-homomorfi. Omvendt hvis P er
en r;ng_hgmg@gpﬁ;ﬁgy“m&__Qémﬁﬁiw vil kjernen i denne homomorfien vare
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et ideal Cl? i R og vi-har ring-isomorfien R! =I%Qn? .

At det homomorfe billede av en ring er en ring kan bevises direkte
pad ndyaktig samme mite som for Sats . 8. Det trengs fordvrig en liten
bemerkning for & fa Sats 17 som et spesialtilfelle av Sats ll. At vi
har en operatorhomomorfi betyr jo i dette spesialtilfellet at
79(ra) = r@a) eller om vi skrizfr 99(x) - X at Ta = ra. Men hvis
r) £ 1, LmodO%Q sd er T a = r,a og derfor ra = r2aé Med andre
ord to elementer i R gir identiske operatorer over /01 nar de
horer til samme restklasse modulo Ol . Slike operatorer kan derfor
identifiseres og vi far R/bl som en operatorgruppe med R/OL som
operatoromrade og da blir den opprinnelige operatorhomomorfien en

ring-homomorfi idet vi f&r Ta = T°3 .

9. Generering av _idealer. Snitt og union av idealer. Hvis {Olé}iel
er en vilkarlig familie av idealer i en ring R er det klart at
snittet ,(WCWL igjen er et ideal i R. La sd& A vare en vil-
karlig unégg%engde av ringen R. Da vil det alltid finnes idealer
som inneholder A for vi har jo spesielt A € R og R er et ideal
i Re Tar vi snittet av alle idealer som inneholder A far vi etter
bemerkningen ovenfor igjen et ideal Ol som inneholder A 0g dette
idealet vil va@re det entydig bestemte minste ideal som inneholder A.
Vi sier da at OL er generert av A. La oss bestemme det genererte
idealet Ol eksplisitt utfra elementene i A. Om {ai}1sésﬁ er en
endelig undermengde av A ma siden 0] er et ideal som inneholder A

elementene av formen . Tj3; hvor r.€ R hore til UL . I det
i=l
generelle tilfelle hvor R ikke har noe enhetselement vet vi

imidlertid ikke om elementene dpeeedy selv kan skrives pa denne

form., Det samme gjelder mer generelt for elementene av formen
k

5gi n;a, hvor n; er hele positive eller negative tall og na
betyr atat...+a (n ganger) hvis n >1, 0a =0 og (-n)a med
n 21 betyr -(na)(zn(-a)). Det genererte ideal Ol vil altsi
sikkert inneholde alle summer av formen

k 1
(1) Z— ria; + Z n.a.

1=

B ) S TS B A
P& den annen side verifiserer en lett at mengden av alle summer av

denne formen danner et ideal som inneholder A. Dette idealet ma
altsd vare det genererte ideal. N&r R har et enhetselement e er
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na = n(ea) = (ne)a = ra med r < R slik at den siste summen i (1)
blir "absorbert" i den forste. Hvis A = {al..aan} er endelig
skriver en ofte det genererte ideal som (al.ooan)o Hvis spesielt

n =1l skriver vi (a) og vi har da et hovedideal (generert av

elementet a).

La oss s& betrakte union av idealer. Hvis {UQ} er en familie av
idealer i R forstdr vi ved unionen (eller summen) av Oggene
idealet generert av den mengdeteoretiske unionen av dem. Denne union-
eﬁ vil ganske enkelt bestd av alle endelige summer av formen

k k
er igjen en slik sum og produktet -3 ay = 2 a;' med ai'e(ﬂ;
i=1 1=1 b
er ogsa en slik sume. Spesielt bestar unionen szzlo av alle summer
av formen a+b med ag OL o9 beh . (Nar vi snakker om union

Z: a; med aieCﬂi :  Summen (og differensen) av to slike summer
i=1

av ldealer dreier det seg altsd aldri om mengdeteoretisk union hvis
da dette ikke blir uttrykkelig sagt.) En ser ofte skrivemiten (ot b )
for idealunionen Oluvh . Hvis 4 er et hovedideal (b) skriver

en (Cﬂ,g—) istedet for (@ (b)) idet idealene generert av de
mengdeteoretiske unionene oL v {b} og L v (b) er identiske.

10. Primidealer og maksimale idealer. Vi skal nd definere to viktige

typer av idealer. Vi sier at idealet 1 R er et primideal i R

hvis abeb'a ) aéKO eller be{J

Dette betyr med andre ord at om aeg ¥ o9 b& ® sd er ogsa

ab ¢;y9 o Anderledes uttrykt: Differensmengden R- E) danner en
undersemigruppe av den multiplikative semigruppen i R. Begrepet
primideal danner en naturlig generalisering av begrepet primtall.
For om vi innenfor ringen Z av de hele rasjonale tall betrakter
hovedidealet (p) generert av et primtall betyr a € (p) at p
er divisor i a : p/a og primidealegenskapen sier derfor her at

(1) p/ab = p/a eller p/b

som jo nettopp er en egenskap som karakteriserer primtallene. Hoved-
idealene (p) i Z er derfor alle primidealer og som vi skal se
nedenfor finnes det ikke andre primidealer i Z enn disse.

Sats 18, Idealet er et primideal i R hvis og bare hvis Rﬁp
ikke har nulldivisorer (det vil si er et _integritetsomrdde om R har

et enhetselement), ’
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Bevis: Om a —> a betegner homomorfien av R pa R/ja folger
satsen umiddelbart av at ag )P o9 a =0 er ekvivalente utsagn.
Det som karakteriserer et primideal ZD i R, nemlig at R- ?3 er
multiplikativt avsluttet blir jo da ekvivalent med at ﬁ-{ﬁ& er multi-
plikativt avsluttet i R 2: at R = R/&; ikke har nulldivisorer.
Et ideal W4 i R slik at MW 4+ R og det ikke finnes noe ideal

or 1 R slik at M Ol < R sier vi er et maksimalt ideal i R,
A c B betyr generelt at mengden A er ekte inneholdt i B dsvesSs
ASB og A 4% B. Vikan gi en tiln®rmet karakterisering av de
maksimale idealene pad en liknende mate som Sats 18 karakteriserer
primidealene. Vi far en fullstendig karakterisering som et korollar

hvis vi forutsetter eksistensen av et enhetselemente.

Sats 19, HvisM er et ideal i R wvil R/MV vere en kropp hvis

og bare hvis fdlgende to betingelser er oppfylt. 1) er et maksimalt

ideal i R. 2) a%e me medférer acim

Bevis: Anta at R/we  er en kropp. Da har R Lo, ingen nulldivisorer
0g WL ma vere et primideal ifdlge Sats 18 og betingelsen 2) méa
spesielt vare oppfylt. Vi skal sa vise at ML er maksimal. Som vanlig
betegner vi den restklasse som a horer til med a. Etter definisjonen
pd en kropp inneholder R/mb mer enn ett element og vi har derfor

W CR. Hvis a 40 og b er vilkarlig i 4w  vil det siden
Rim  er en kropp finnes et X e R/Mb slik at ax= b. Med andre ord
hvis ad&M og b vilkarlig i R finnes det et x€ R slik at
b(M) 5: ax-b =m eller b = ax-m med meMm . Dette med-
forer at b & (Mmya) og det for alle be& R ndr bare forutsetningen

a & M er oppfylt. Altsd {,a) = R for enhver agd m. Dette betyr
at ML er et maksimalt 1deal i R. La oss omvendt onta at. 1} og 2) er

ax

oppfylt og sa bevise at R/M@ er en kropp. Vi mad vise at ax = B e=
losbar i X ndr a 4 0. Siden a # 0 betyr at a ¢ mé vi ifdlge
2) ogsd ha a2&/n@ . Siden idealet {ax%yéﬁ{=‘¢u bestdende av alle
multipla av a inneholder a2 har vi derfor ¢ WM  og (WM M) =R
‘siden " er maksimalt i R. Dette gir b = m+ax nar a ¢m .
Eller ax, b (mod# ) som betyr_at likningen ax = b har l0sningen

X=;O°

Korollar l. Hvis R har et enhetselement sa er W et maksimalt ideal

i R hvis og bare hvis R/%L- er en kropp.

Bevis: Vi trenger bare & vise at i tilfelle R har et enhetselement sa
er 2) en félge av 1). La Mt vare maksimal og anta ag#.. Da er
,a) = R og ethvert element i R kan derfor skrives pa formen mt+ax.
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Spesielt kan vi anta at enhetselementet e = m *ax . Dette gir ved
multiplikasjon med a identiteten a = amo+a2xo. Hvis a2£5w%, ville
vi derfor etter denne likningen f3 a= %¢ imot forutsetningen. Vi mi

L altsd ha adwm == azévnﬁ som er ekvivalent med 2).

' Korollar 2. I en ring med enhetselement er ethvert maksimalt ideal et
primideal. Dette fdlger av Sats 18 sammen med Korollar 1 siden en kropp
ikke har nulldivisorer.

Korollar 3. En ring med enhetselement R er en kropp hvis og bare hvis
R__ikke har andre idealer enn R og {0}.

Eksempler. Selv om vi ovenfor (Korollar 1) har brukt eksistensen av et
enhetselement for a vise at betingelsen 1) i Sats 19 impliserer be-
tingelsen 2) kunne det jo fremdeles tenkes at implikasjonen 1 =) 2 var
generelt gyldig og at derfor 2) kunne sléyfes i formuleringen av Sats
119, At dette ikke er tilfelle kan vi se pd et enkelt eksempel. La R
vere ringen av de like tall (under vanlig addisjon og multiplikasjon)
og la M = (4) vmre hovedidealet i R generert av tallet 4. Dette
idealet er maksimalt i R for fdyer vi til et tall som ikke hdrer til
M 3: er av formen 4m+2 vil 2 = 4m+2-4m & (4,4m+2), Med andre ord
1(4,4m+2) = (2) = R for ethvert helt m og (4) er derfor et maksimalt

ideal i R. Men betingelsen 2) er ikke oppfylt i R for 24 (4) mens

2 (4).

La oss dernest nevne et par eksempler som viser at vi ikke har
noen omvending av Korollar 2. La Z[x] betegne ringen av alle polynomer
i en variabel x med hele rasjonale koeffisienter under vanlig addisjon
09 multiplikasjon. Her vil hovedidealet (x) generert av polynomet x
vere et primideal. Det bestar jo ndyaktig av de polynomer som ikke har
noe konstantledd og produktet av to polynomer med konstantledd ¥ 0 er
et polynom med konstantledd 3 O. Men dette idealet er ikke maksimalt
for vi har f.eks. (x) e (x,2) C R hvor begge inklusjonene er ekte.
Idealet (x,2) som bestd3r av alle polynomer hvis konstantledd er et
like tall er imidlertid et maksimalt ideal i Z[x] .

Vi skal sd se pa et eksempel som stdr i forbindelse med viktige
oderne undersdkelser i analysen. La C n& betegne ringen av alle reelle
ontinuerlige funksjoner definert i det lukkede intervallet [O,l]o Vi
kal bestemme de maksimale idealene i C. Om dette har vi folgende sats.

pats 20, La a Ei[b,l]. Da vil mengden av de funksjoner f € C som er
lik at f(a) = O danne et maksimalt ideal “. i C og det finnes

kke andre maksimale idealer i C enn disse. Korrespondansen a — 2
G
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er en-entydig.

Bevis: Etter definisjonen har vim, = {f, f< C & f(a) = O} At-m,
er et ideal i C er klart. La s& fe& C vare slik at fé:/¢%é, det vil
si f(a) = b 4 0. La oss betegne med f_ funksjonen som er konstant
lik b i hele intervallet (0,1]. Da vil f,e C og (£-f)(a) =0
T fb € M, og f € (m,f). Siden f_ 4 O i hele [0,1] er
ogsa f— & C og funksjonen fl konstant lik 1 vil siden fl = fb' 3

b
pa grunn av den multiplikative idealegenskapen hore til Gmé,f) som

gir W%,f) = C og M, er derfor maksimal i C som pdstdtt. La oss
dernest anta at M1 er et maksimalt ideal i C som ikke er av typen

M, ovenfor. Det md da for ethvert as [O,%} finnes en funksjon

:
:

fem, slik at f(a) 4 O. (Ellers ville nemlig f(a) = O for alle
fem og vi matte ha M = 4%5 som pd grunn av den antatte maksimali-
tet av M ville gi M = ?%Jo Siden C bare bestdr av kontinuerlige
funksjoner vil om f(a) $# O ogsd f(x) # 0 i en viss omegn om a. Vi

kan dessuten uten innskrenking anta at f er =0 overalt i [b,lj

for hvis f ikke var positiv kunne vi bruke den positive funksjonen

f2. Vi far altsd for ethvert a; € [b,l] en funksjon fie W, som er

positiv og > Ei>oi en viss apen omegn Oi omkring aj e Mengdene

Oi danner en apen overdekking av [O,l] og vi kan ifdlge Borel-

Lebesgues sats (siden [0, f] er kompakt !) plukke ut et endelig antall
av dem: Ol’ O2 coe O Sllk at allerede disse danner en overdekking av
[0,1] o: [0,1] = pj O;¢ Av de tllsvarende funksjonene fie.of

konstruerer vi en ny funksjon f = 2_ f som kommer til & hore til #4.
i=1

siden alle fi gjor det. Dessuten er f(x) > Min(Elo.ogn))>O overalt

i CO,l], Pe.geae. positiviteten av fi'ene. Dette sikrer at vi far
%‘i C som sammen med f& WL gir 1 = % ° feM . Men det betyr at

My = C 1imot forutsetningen om at -4 er maksimal i C. Denne mot-

sigelsen viser at det ikke finnes andre maksimale idealer i C enn de

som er av formen %n, 1f f ( = o? Entydigheten av avbildningen

o —> 7y folger direkte av den ting at om a; # a, sa finnes det

alltid en kontinuerlig funksjon som er null i a, men ikke 1 a5
Etter Korollar 1 (til Sats 19) vet vi at kvotientringen L/%@a

skal vere en kropp. Det er lett 3 se at dette er kroppen av de reelle

Ballene. For f = g (mod’%ﬁa) betyr at (f-g)(a) = 0 2: f(a) = g(a).
En restklasse modulo 4%La betar derfor nettopp av alle funksjoner

f€ C som antar en fast reell verdi og restklassen kan identifiseres
med denne verdien. Vi kan ogsd se det slik: Avbildningen f — f(a) er
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en homomorfi av C pd R (z kroppen av de reelle tall) som har 14ba
som kjerne. Etter den fundamentale homomorfisatsen ma vi derfor ha

C/@%é = Ha

ll. Hovedidealringer. Euklidske ringer. Det er selvfdlgelig & vente at
idealteorien i en ring blir szrlig enkel om ethvert ideal er hovedideal
o>: kan genereres av et enkelt element. En slik ring kaller vi en hoved-
idealringe. For visse ringer kan en konstatere at de er hovedidealringer
ved & anvende en generell form av den klassiske Euklidske algoritme. De
ringer hvor dette er mulig kalles Euklidske ringer og defineres slik:
En kommutativ ring R sies & vere en Euklidsk ring dersom det over
R-10} er definert en funksjon & slik at

1) &(a) er et helt rasjonalt tall = O
2) Hvis a $ 0 og b 40 s8er ogsd ab ¢ 0 og d(ab) ¥ d(a)
3) Hvis a # O og b vilkdrlig eksisterer det to elementer q
og r slik at b = agtr hvor enten r - 0 eller
4(r) < d(a) dersom r $ 0.

Bemerkning: Denne definisjonen er hentet fra van der Waerden. Jacobson
har en noe strengere definisjon. I van der Waerdens definisjon fordres
i motsetning til Jacobsons ikke eksistensen av et enhetselement. Med
definisjonen ovenfor kan imidlertid som vi skal se eksistensen av enhets-
element bevises.

Eksempler pa Euklidske ringer er (1) Ringen av alle hele rasjonale
tall med gﬂa) = laj. 2) Ringen av alle hele Gaussiske tall a+ib
(@ og b & z) med ¢lc) = g (se vedoeW. $.68-69). 3) Polynom-
ringen K[}j av alle polynomer i en variabel x og koeffisienter fra
kroppen K. Her settes ¢ (p(x)) = gradent/(p(x)). Eksemplene (1) 0g
' (3) vil bli behandlet nedenfor.

Sats 2l. Enhver Euklidsk ring R er en hovedidealring og ethvert ideal
fa) iR er til og med identisk med mengden av alle multipla av a >:
(a) - Rao

Bevis: La UL vare et ideal i R. Er ¢ = (0) er det ikke noe & bevise.
Anta derfor (€7 4 (o) og la ¢ & &7 med c # 0. Daer o (c) definer:
0g 2 0. Det md derfor finnes et ae UL -{0} slik at 0< J(a) £
d(c) for alle ce (1 -fob . Til dette a og et vilkirlig c <7
Pksisterer det derfor etter 3) et q og r slik at ¢ = agtr med

B ir) < dla) hvis = $ 0. Etter a's minimalegenskap er imidlertid
dette umulig og vi far etter den annen mulighet i 3) at r = 0 »:

Cc - aq og (1 = Ra som pdstdtt.
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Korollar. En Euklidsk ring har alltid et enhetselement.

Bevis: Etter Sats 21 har vi spesielt at R - Ra for passende a.
Spesielt har vi derfor a - ca for et ce& R. For et vilkarlig element
r - ga 1 ringen far vi ved & multiplisere a = ca med g at aq = caq

> Ir = cr som viser at ¢ er enhetselement i R,

Sats 22. I en hovedidealring R med enhetselement har to elementer

asb_alltid en stdrste felles divisor d som lar seg skrive pd formen
d = ratsb med rys € R.

Bevis: Idealet (ayb) bestdr av alle elementer av formen ra+sb og da
(ayb) er identisk med et hovedideal (d) vil d = ratsb for passende
r o9 s. (ayb) = (d) wviser videre at a = kjd og b = kod; d er
med andre ord divisor i a og b og den er stdrste felles divisor

for hvis cja og c¢/b vil siden d = ra+sb ogsd c/d.

12. Produktsoppspaltning i Euklidske ringer. Vi skal nd bevise hoved-

satsen om entydig oppspaltning i produkt av irreduktible elementer i en
Euklidsk ring. Fdrst noen definisjoner. Er generelt R et integritets-
omrdde med enhetselement e s& sier vi at elementet a € R er en enhet
i R dersom a har en invers b = a-* i R slik at ab = es At b
er en divisor i a, det vil si a - bc skriver vi bfa. Om b3de afb

og bla kaller vi a og b for assosierte elementer. En ser lett at

to elementer a,b 1 R er assosierte hvis og bare hvis det eksiterer
en enhet e slik at a = belo Et element a $ O som ikke er noen
enhet kalles irreduktibelt hvis en oppspaltning a = bc alltid med-

forer at b eller ¢ er en enhet.

'Sats_23. Ethvert element i en Euklidsk ring som er forskjellig fra null
%og ikke er noen enhet kan spaltes i et produkt av irreduktible elementer.
‘Denne oppspadtingen er i det vesentlige entydig i den forstand at om ?

8 = P)PpesepP,. = qydpeeeqg &r to slike oppspaltinger av a er r = s
09 _indeksene kan velges slik at p; er assosiert med Qo

Bevis: For & bevise eksistensen av en oppspaltning av a 1 irreduktible
elementer anvender vi induksjon med hensyn pd tallet o (a). Anta at
eksistensen er sikret for alle b med d(b) < n og la ¢ (a) = n.

Hvis a er irreduktibel er det ikke noe & bevise. Er a reduktibel har
vi en oppspalting a = bc hvor hverken b eller ¢ er en enhet. Med
andre ord a o0g b er ikke assosierte og siden bla betyr det at a
ikke gar opp 1 be. Vi har derfor etter egenskapen*3) ved en Euklidsk

fing at b = agtr hvor r 4 O og derfor & (r)< ¢ (a). Setter vi inn
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a = bc fadr vi r = b-aq = b(e-cq). Av 2) kan vi derfor slutte at
d(r) >J(b) og d(b) ¢ é(r) < 4 (a). Av dette folger spesielt at om
d(a) O sd er a irreduktibel 0g eksistensen er sikret i dette til-

fellet. P& samme mite er di(c)< & (a) 0og etter induksjonsantakelsen

kan derfor bade b og ¢ spaltes i et produkt av irreduktible element-
er. Det samme gjelder dermed ogsd for produktet a = bc.
Anta sa at

(1) 3 = P)PpeecP, = ¢)dpeeeqq

er to oppspaltinger av a 1 irreduktible elementer. Hvis r =1 er
entydigheter klar. Vi anvender derfor induksjon med hensyn pa r. Forst
trenger vi imidlertid & pdvise at et irreduktibelt element p er et
"orimelement"i den forstand at om plab sd har vi pla eller plb
eller med andre ord at hovedidealet (p) er et primideal. (p) < (c)
er ensbetydende med <cip og siden en Euklidsk ring er en hovedideal-
ring finnes det derfor ikke andre idealer enn de hovedidealer (c) hvor
¢ enten er assosiert med p eller er en enhet som inneholder (p)e
Det betyr at (p) er et maksimalt ideal i R og derfor ogsa et prim-
ideal. Av (1) far vi Pyl gyeeeq, og derfor ved passende valg av
indekser at p;|q, eller 9 = py°e;. Her mda e, vare en enhet siden
q; er irreduktibel og Py ©°9 g, er assosierte. Setter vi dette inn
i likningen (1) og forkorter med P, (som er mulig siden R er et
integritetsomrade) far vi

p2p3o-npr - (elq2)oooqs

Etter induksjonsantagelsen er faktorene her parvis assosierte og
. satsen er beviste.

. Eksempel. Ringen Z av de hele rasjonale tall er en hovedidealring
E51den vi der har en Euklidsk algoritme ved § sette o(a) = lale Av
Sats 23 fdlger da entydigheten av oppspaltningen av de hele tall (» 0)
. som produkt av primtall. Denne entydigheten har vi fordvrig ogsd fatt
tidligere som et korollar av Jordan-Hdlders sats. Ethvert ideal i 7Z
er altsd et hovedideal (m) generert av et helt tall m. Ifolge Sats
16 finnes det derfor ikke andre kongruenser i Z enn dem som er av
formen a = b (mod (m)), men dette betyr noyaktig det samme som det man
i tallteorien skriver a Z b (mod m) >: a-b = km. Vi ser her bort fra
‘tilfellet m = O hvor kongruensen reduserer seg til likhet i Z. Den
‘tilsvarende restklasseringen Z/(m) bestdr av m elementer Qpdsiven
m-1  som adderes og multipliseres pad vanlig méte - bare det at




o

resultatet av operasjonen skal vare resten man far ved divisjon av det
utkomne med m. Vi vet generelt etter Korollar 2 til Sats 19 at ethvert
maksimalt ideal i Z er et primideal. I dette eksemplet gjelder
imidlertid ogsd det omvendte ndr m & O. For om (m) er et primideal
er Z/(m) et integritetsomrdde etter Sats 18 og €iden det er endelig
folger det av Sats 3 at Z/(m) er en kropp og dermed er (m) et
maksimalt ideal ifdlge Sats 19. Begrepene primideal og maksimalt ideal
faller altsa sammen i ringen Z av de hele tall, Forovrig er det klart
at (m) er et primideal hvis 0g bare hvis m er et primtall. For

ab & (m) betyr ab = km >: m|/ab og hvis m er et primtall medforer

N

dette m/a eller mlb 2: ae& (m) eller b & (m), altsd er (m) et
primideal. Omvendt hvis m 1ikke er primtall =: m = ab med Jal< /mJ
og Ib! < im! vil vi ha a 4 (m) og bd (m) og (m) er derfor ikke
noe primideal. - Bemerkningene ovenfor viser oss spesielt at det til
ethvert primtall p svarer en endelig kropp Z/(p) med p elementer.
Vi kaller denne kroppen for restklassekroppen modulo p. (Se Sats 28.)

13. Polynomringer. En type av ringer som er spesielt viktige for den

Galoiske teori er de sdkalte polynomringer. Mengden av alle polynomer
p(xlaooxn) i n wvariable med koeffisienter fra en fast ring R
danner under vanlig addisjon og multiplikasjon av polynomer en ring.
Denne polynomringen betegner vi med R[xloo.xn}. Et spesielt enkelt
og viktig tilfelle er det hvor n =1 og R er en kropp K altsa
polynomringen Kix1 i en variabel x ved koeffisienter fra en kropp
Ko Det som gjor at dette tilfellet er spesielt enkelt er at Kfz] er

en Euklidsk ring og dermed hevedidealring. Vi starter med 3 vise dette:

Sats 24. Hvis K er en kropp er KIx1 en Euklidsk ring. Den Euklidske
algoritme er her slik at om a(x) 3 O og b(x) begge horer til K [x]
kan vi finne polynomer g(x) og r(x)= K(xJI slik at b(x) =

alx)a(x)+r(x) hvor r(x) enten er nullpolynomet eller har en grad

som_er mindre enn graden til a(x). Derfor kan funksjonen d(p(x)) =

grad p(x) brukes til 3 vise at 1), 2) og 3) i definisjonen p& en
Euklidsk ring er tilfredstillet for Kixl.

Bevis: La a(x) = amxm+§n_lxm_l+°.,+a og b(x) = bnxn+“.+bo med

o)
W 0, bn + Oo Vi kan anta at n >m for er n< m er allerede
b(x) z 0Oca(x)+b(x) med q(x) = O en fremstilling av den Snskede typeo

Med n 2 m kan vi skrive

X -a(x)+bl(x)
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hvor b (x) = (b _;- 52 am_l)xm—l+°°° er av hoyst (n-1)'te grad. Vi
m

kan na hvis n-1 >m skrive by (x) pé& liknende mate by (x) =
kxn_l-ma(x)+b2(x) hvor grad b, € n-2. Slik kan vi tydeligvis fort-
sette (her ligger egentlig en induksjonsslutning }) til vi kommer ned
til et bk(x) med grad < m og dette bk(x) er det r(x) vi sdker.
a(x) vil bli dannet av den summen av monomer som a(x) kan settes

utenfor som felles faktor.

Korollar l. Om polynomet p(x) divideres med polynomet x-c er resten

konstanten plc).

Bevis: Siden x-c er av fdrste grad md& 1= p(x)-(x-c)q(x) veare av
nullte grad ©»: lik en konstant (eller - konstanten O som ikke til-

legges grad). Denne konstanten kan derfor bestemmes ved & sette inn en

passende verdi for x. Setter vi x = c fdr vi r = p(c).

Korollar 2. Hvis pl(c) = 0 har p(x) den linesre faktor x-c o:

p(x) = qlx)(x-c).

Et polynom i K[x] sies 3 vare irreduktibelt (over K) hvis det
ikke kan skrives som et produkt av to polynomer som begge minst er av
forste grad. Et fdrstegradspolynom er derfor spesielt alltid irreduktib-
elt. Av Sats 23 folger

Sats 25. Ethvert polynom av grad = 1 i K[x] kan skrives entydig som
et produkt av en konstant (& K) og irreduktible polynomer alle med

hoyeste koeffisient lik l. (1 er enhetselement i kroppen. )

For behandlingen av en del eksempler i tilknytning til den
Galoiske teorien vil det v@re nyttig & ha bevist det sdkalte Eisen-
steinske irreduktibilitetskriterium. Siden vi imidlertid bare skal
bruke dette kriteriet i tilknytning til eksempler tillater vi oss i
beviset & benytte ubevist fdlgende lille setning: Hvis et polynom med
hele rasjonale koeffisienter kan skrives som et produkt av polynomer
mod rasjonale koeffisienter sd kan det 0gsad skrives som et produkt av
polynomer med hele koeffisienter. (For bevis av dette i en mer generell
form se (41 s. 98-99),

a8, Vvare et polynom med hele rasjonale koeffisienter. Hvis da p__er et

primtall slik at p 4 a piai for 0<£€ i £ n-1 fole] p2,r a,o Da er

Sats 26. (Eisensteins irreduktibilitetskriterium). La a(x) = anxn+o.o+

a(x) irreduktibel over kroppen av de rasjonale tall.
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Bevis: Hvis vi har en oppspaltning

m-1

a(x) = (byx™b. X" et ) (e x4t )

m-1
kan vi ifolge den ubeviste hjelpesatsen som ble nevnt ovenfor anta at
b'ene og <c'ene er hele tall. Siden a, = bocO far vi av betingelsene
pz,f b,c, 09 p’bocO at noyaktig et av tallene b, o9 cg ma vare
delelig med p. La oss anta p } bO 0g p[co. Etter betingelsene vet
vi ogsd at p 4 a, 2 pt b somgir pjf c.. Siden plc, mé det
derfor finnes en indeks r slik at pico, plcl..up!cr_l, men p 4 Cre
Da a, = byc, *bjc _+eootb c 09 p gar opp i alle ledd i summen unn-
tatt det forste vil p } a . Ifblge betingelsene i satsen md vi da ha

r = n og graden til det siste polynomet i oppspaltingen for a(x) blir
ne Dette viser at vi ikke kan ha noen oppspalting av a(x) i polynomer

av lavere grad og a(x) er derfor irreduktibelt.

§ 3. Kropper.,

14. Kropper, primkropper og kroppers karakteristikk. Vi gjentar at vi

med en kropp forstar en kommutativ ring (bestdende av minst to element-
er) hvor elementene % O danner en gruppe under multiplikasjon. Hvis K
er en kropp og A er en undermengde av K som danner en kropp meheps
de operasjoner som allerede er definert i K sier vi at A er en
underkropp av K. For at dette skal finne sted md for det fdrste A
v@re en underring av K >: hvis a,be& A sd er ogsd a-b og abg A.
Videre ma A inneholde det multiplikative enhetselementet og dessuten
a hvis aeg& A og a i O. Det er umiddelbart klart at snittet av en
vilkarlig familie av underkropper av K igjen er en underkropp. Med en
primkropp i K forstar vi en underkropp av K som ikke inneholder

andre underkropper av K ennseg selve. Vi har foélgende enkle

Sats 27. Enhver kropp K inneholder en entydig bestemt primkropp P.

Bevis: Snittet av alle underkropper til K er en underkropp som tydelig:
vis ikke kan inneholde andre underkropper enn seg selv. Den er altsa en
primkropp. Om videre P, og P, er to primkropper i K wvil vi
nodvendigvis siden Plf\ P2 igjen er en underkropp av Pl 0g P2

matte ha Py = Py» P, = P, Fdlgende sats gir en fullstendig be-
skrivelse av hvilke typer av primkropper som kan opptre

Sats 28. Hvis K er en gitt kropp vil primkroppen P i K enten

vere isomorf med den endelige restklassekroppen modulo o (se eksemplet

ss 27) eller isomorf med kroppen av de rasjonale tall.
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Bevis: La P vere primkroppen i K. P inneholder nullelementet O
. 09 enhetselementet e o0g dermed alle summer av formen ne =z + zfe(ne-z)o
Pa grunn av distributiviteten av multiplikasjon m.h.p. addisjon har vi
regnereglene

netme = (n+m)e

2
0g neeme = nme = nme

Dette viser at de heltallige multipla av enhetselementet e danner en
underring R av K o0g avbildningen n-%ne av Z pa R er &penbart
en homomorfi. Etter den generelle homomorfisatsen ma da Z/?D = R hvor
¥ er kjernen i homomorfien n ->ne =2: de n som er slik at ne = O.

Da R er en underring av en kropp og derfor ikke kan inneholde null-
divisorer md P wv®re et primideal og derfor ' = (p) hvor p er et
primtall eller 1 = (0) jetter hva vi fant om idealene i Z pé& side
27. Vi har altsd@ to muligheter:

1) P
slik at pe

(p) hvor p er et primtall som er det minste tall > O
O I dette tilfellet vet vi at R = Z/(p) er en kropp
0g siden primkroppen i K inneholder R ma K's primkropp nettopp
vere restklassekroppen modulo p; P ?’Z/(p)e

2) ol (0)s I dette tilfelkt f&r vi R = 2/(0) ¥ 7 slik at

primkroppen P md inneholde ringen R isomorf med ringen Z av de
hele rasjonale tall. Siden P er en kropp md@8 P ogsd inneholde alle
broker % = a]o"l med a,b g Ry b 34 O og dermed inneholde en underkropp
som er isomorf med kroppen av de rasjonale tall Q. Siden P er prim-
L kropp ma P ¥ Q. Sats 28 er dermed bevist.

Denne satsen leder til fdlgende viktige klassifisering av kropper:
K sies & ha karakteristikk p dersom dens primkropp er restklasse-
kroppen modulo p og ha karakteristikk null dersom primkroppen er
(isomorf med) kroppen Q av de rasjonale tallene. I det forste tilfellet
er altsa p karakterisert ved at det er det minste hele tall > 0O slik
at pe - 0. I det andve Lilfellet har vi ne $ O for alle n t O.

Sats 29, Hvis a # O er et element i K og k betegner karakteristik-
ken til K _vil na = ma vere ekvivalent med at n z m (mod k).

l,_a

Bevis: Multipliserer man likningen na = ma med a far man ne
som etter definisjonen pd karakteristikken betyr at n = m (mod k).

Dette beviset gdr like godt den andre veien.

Ved & sette m = 0 og k = p gjelder spesielt at na = O er

ekvivalent med at pfn ndr a ¢ O. Dette betyr at for alle a # O er
det minste hele tall > O slik at pa = O.

= Me
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Sats 30. I en kropp med karakteristikk p>ogjelder identitetene
(a+b)P = aP+pP o9 (a-b)P - aP-pP.

Bevis: I enhver kommutativ ring bevises binomialformelen pd ndyaktig
samme mate som for tall slik at vi har (a+b)P = ap+(f)ap_lb+no.+

( ?l)abp-l+bpo Her er imidlertid alle koeffisientene (?) =
E(p’i?éj:fﬁ'(i‘l>) hvor 1 ¢ i ¢ p-l delelig med p siden (P) er
et helt tall hvor primtallet p inngdr som faktor i telleren, men ikke
1 nevneren. Alle de ledd som svarer til disse i m& derfor vere null
og (a+b)P - aP+pP. Den andre formelen fir vi ved & sette a+b =C . &

den forste 5: cP® - (c-b)P+(BP eller (c-b)P = cP-pP,

15. Utvidelse av kropper. Hvis kroppen K inneholder kroppen F som

underkropp sier vi at K er en utvidelse (skropp) eller overkropp til

Fo Hovedproblemet i kropp-teorien er 3 f& en oversikt over alle mulige
utvidelseskropper til en gitt kropp. En tilfredsstillende 16sning av
dette problem ville jo gi en oversikt over alle kropper siden enhver
kropp kan betraktes som utvidelse av sin primkropp som vi allerede
kjenner fullstendig ved Sats 28. Dette skulle til 3 begynne med gi en
tilstrekkelig motivering for 8 betrakte dette utvidelsesproblemet. Den
Galoiske teorien gir nettopp et viktig bidrag til ldsningen av dette
problemet.

La F wvare en fast kropp (den betegnes ofte som grunnkroppen) og
K en utvidelseskropp til F. Hvis nd& M er en vilkarlig undermengde
av. K Dbetegner vi den minste underkroppen av K som inneholder bade
F og M med F(M). Kroppen F(M) er entydig bestemt som snittet av
alle underkropper av K som inneholder Fu M. En sier ofte at F(M)
er oppstatt ved adjunksjon av M til F. F(M) inneholder, .siden den

er en kropp,mengden av alle rasjonale uttrykk 1 et endelig antall
elementer fra M med koeffisienter fra F. Men siden denne mengden
tydeligvis allerede er en kropp er den lik den entydig bestemte minste
underkropp av K som inneholder Fu M 0g er derfor identisk med
F(M). Vi har hermed et eksplisitt uttrykk for elementene i F(M). Vi
definerer videre F[M] (med hakeparentes) som den minste ringen i K
som inneholder Fu M og denne ringen er lik snittet av alle ringer i
K som inneholder Fu M. F[MJ bestar tydeligvis av alle polynomer i
alle endelige antall av m'er & M med koeffisienter fra F. Hvis

spesielt M er en endelig mengde M - iml,m2,°..m v ekriver vi

|
n ' -
istedet for F(M) og F[M/ henholdsvis F(ml,.o.mn) og FLml,cc,md] "

Etter hva vi har sagt om den eksplisitte form for elementene i F(M) 0g
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F[Mj som henholdsvis rasjonale og hele rasjonale uttrykk i et endelig
antall elementer fra M med koeffisienter fra F er det tydelig at
f.eks. enhver F(M) kan skrives som en union av utvidelseskropper av
den endelige formen F(ml,aoamn). Adjunksjon av en vilkarlig mengde
M til F er altsd blitt tilbakefdrt til adjunksjon av endelige
mengder samt dannelsen av mengdeteoretisk union av kropper. N& er det
videre klart at F(mjyecom ) = F(myyeeem_ _;)(m ) hvor det siste
uttrykket betegner kroppen fremkommet ved adjunksjon av m til
kroppen F(ml"°°mn-l)° Dermed er utvidelse ved en endelig mengde
{ml,o.omng tilbakefort til n suksessive adjunksjoner av et enkelt

element. Disse utvidelsene kalles enkle kropputvidelser og er altsa

av formen F(m). Det er derfor naturlig forst & prove & f& en over-

sikt over disse,

16, Enkle kropputvidelser. Algebraiske og transendente utvidelser. La

F vare en kropp med en utvidelseskropp K og la o vare et vilkarlig
element i K. Vi betrakter den enkle utvidelseskroppen F(X). Vi vet
at F(d) iallfall inneholder ringen F[«] som bestdr av alle polynom-

{

er av formen };’aiahl med a; & F. Vi betrakter na polynomringen

!
!

]
(@]

F[x) (= mengden av alle polynomer i et element (bokstav) x som ikke
har noe med K & gjdre) og avbildningen
2P . i
f(x) =7 f&) eller 2> a.x'—= > a.a
. § . i
i=0 1=0
Dette gir en homomorfi av F[x] pd F{*]. Etter den generelle

homomorfisatsen vil da
TN -
F!f\,) ? L/X‘/"X:'

hvor  er idealet bestdende av alle polynomer f(x) slik at f(x) -
O, dives. de polynomer som har < som rot. N& vet vi at F [«¢]  som
delmengde av kroppen K ikke har nulldivisorer 0g gﬁ ma derfor vazmre
et primideal. Videre kan ikke g? vere hele F[x] for det finnes
polynomer - slik som f.eks. konstantene - som ikke har o som null-
punkte. Vi har allerede sett at F[x] er en Euklidisk ring og dermed
er en hovedidealring slik at vi fdr to muligheter

I ﬁ): (p(x)) hvor p(x) er et irreduktibelt polynom. Var
nemlig p(x) = f(x)eg(x) med f,qgc F[x1 og begge to av grad lavere
enn graden til p(x) kunne i‘ikke (p(x)) vare noe primideal siden
fs9& (p(x))e Av (p(x)) € (£f(x)) félger at p(x) = f(x)g(x) med
fyg€ Flx) og siden p(x) er irreduktibel vil f(x) eller g(x) wv=re
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en konstant (d.ves. et element i F). Dette gir mulighetene
(f(x)) = (p(x)) og (f(x)) = F[x] som viser at (p(x)) er et maksi-
malt ideal i F/x|. Ringen

- ro ETx
(1) Fd 2 T/ 00(x))
er derfor i virkeligheten en kropp. Siden Fle] T Fl%) md vi ifdlge
minimalegenskapen til F(¥) ha F(x) = Fl«: slik at isomorfien (1)

9ir den sdkte enkle utvidelseskroppen F (%),

II. %2>z (0). Dette betyr at homomorfien Fix|—s FI~ 1 er en
isomorfi. Det finnes da ikke noe polynom i F[Xj bortsett fra null-
polynomet som har ¢/ som rot 09 regning med polynomer i X plir noy-
aktig som om ol var en ubestemt stérrelse (som ikke har noe med K

d gjore) slik som x. Av isomorfien Fix! = Ff=] f&r vi ved & g3

over til de respektive kvotientkropper at F(x) ‘¥ F(«). Den enkle
utvidelseskroppen F(«) blir altsd i dette tilfellet isomorf med
kroppen av alle rasjonale funksjoner i en variabel med koeffisienter
fra . F.

I tilfellet I ovenfor hvor 2 er rot i en algebraisk likning
p(x) = 0 sier vi at ol er algebraisk over (eller mohep.) F og
F(X) er en enkel algebraisk utvidelse av F. I tilfellet 1II hvor

® ikke tilfredsstiller noen likning f(x) = O med f& F/x] og

i

f $ 0 sier vi at @ er transendent over F og at F(«&) er en enkel

transendent utvidelse av F. Med disse definisjonene har vi altsa

bevist fdlgende

Sats 3l. En enkel utvidelse F(&) er enten algebraisk eller transen-
v, B

dent. I forste tilfelleer F(&) ¥ Y /(p(x)) hvor pl(x) er et

irreduktibelt polynom i F{x! karakterisert entydig pd en konstant

multiplikativ faktor n®r som det polynom av lavest grad i Flx, slik

at _p(¥) = 0. I annet tilfelle er E(*) isomorf med kroppen F(x) av

alle rasjonale funksjoner i en ubestemt x med koeffisienter fra F.

Entydigheten av p(x) ser vi slik: Om p(x) = a x™+...+a_  og
qlx) = bnxn+..,+bO er et annet polynom av grad n (2: 2, ogO b, $ 0)
slik at ql) = 0 s3 vil ogséd polynomet p(x)- ;ﬂ q(x som er av
hoyst (n-1)'te grad ha L som rot. Det betyr etter minimalegenskapen
til n at dette polynomet er nullpolynomet og g(x) - gﬁ p(x). Dette
entydig bestemte tallet n kaller vi graden av 9 over & F  og ogsa
graden av F(ol) over F. Som en viktig konsekvens av betraktningene

ovenfor har vi i det algebraiske tilfellet fodlgende
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Sats 32. La F(o) wvmre en enkel algebraisk utvidelse av F av grad

n. Da kan ethvert element 2 & F(x) skrives entydig som et polynom av

grad hoyst n-1, 3= ao+ald.+oo.+an_lOLn"1 med a;& Fo Med disse

polynomene regner man som med restklasser i F/xJ] modulo pl(x).

Bevis: Vi sd ovenfor at Flt) = Fle] slik at et element i F() er

av formen f(«) hvor f & F[x]J. 1Ifdlge Sats 24 kan vi skrive

f(x) = q{x)p(x)+r(x) hvor graden av r(x) er < n. Innsetting av

x = & 1 denne identiteten gir f@) - r(®). Entydigheten fdlger slik:
” n-1 o’ n-1 .

Er 3= a ta K +oeota ol = b tbl +eootb el vil

(an_l-bn_l)fAn-l+ooo+(ao—bo) - 0 som medfdrer a; = by for alle i

siden  ikke kan va@re nullpunkt for noe polynom over F av grad
mindre enn n.
To utvidelser K, og K, av F sies & vare ekvivalente (eller

F-isomorfe) hvis det finnes en isomorfi av Ky pa K2 hvor ethvert
element 1 F avbildes pad seg selv. Om ekvivalente utvidelser har vi
folgende

Sats 33. To_enkle transendente utvidelser av en kropp F er alltid

ekvivalente. Hvis <L og /A er nullpunkter i ett 09 samme irreduktible

polynom p(x) over F, vil de to enkle algebraiske utvidelser F ()

og_ F(p) vmre ekvivalente. Vi kan her finne en isomorfi som férer et-

hvert element i F over i seg selv og & over i A .

Bevis: Ifdlge Sats 31 er en enkel transendent utvidelse av F isomorf
med kroppen F(x) av alle rasjonale uttrykk i en ubestemt x og med
koeffisienter fra F. Var eneste "rihet" bestdr her bare i hva vi vil
kalle den ukjente. Kaller vi den ukjente henholdsvis x og y far vi
en entydig bestemt isomorfi mellom F(x) og F(y) ved & la ethvert
element i F ga over i seg selv og x gd over i vy.

Dernest det algebraiske tilfellet. Elementene i F(x) og F(3)

har henholdsvis formene

n-1 i n-1 3
(1) 2 a;4> og 3 b, A
i=0 i=0 f

0og det er lett & se at avbildningen

ﬂ;l i n-::L i
%ED a; ol —> éib 3. [

er en isomorfi som oppfyller betingelsene i satsen. I virkeligheten er
dette like opplagt som i det transendente tilfellet. For hvis X er et
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vilkdrlig nullpunkt i det irreduktible polynomet p(x) wvil vi alltid
ha isomorfien F () E’Fixj/(p(x)) 0g her inngar ikke @ i det hele
tatt pa hoyre side - bare p(x) slik at det 0gsad her bare er spors-
mal om hva vi vil kalle et nullpunkt i p(x). Om vi kaller det <
eller 2 er hipp som happ, i alle tilfeller regner vi med summene (1)
som med polynomer modulo p(x).

Vi har i det foregdende under betraktningen av utvidelse av
kropper hele tiden forutsatt at alle utvidelsene skjedde innenfor en
fast kropp K m.hep. en underkropp F. Eksistensen av en enkel ut-
videlse F(™) med e = K wvar da umiddelbart innlysende idet F (=)
er snittet av alle underkropper i K som inneholder F 0g =  Det
erimidlertid av prinsipiell interesse & kunne frigjore oss fra denne
forutsetningen om at det hele foregdr innenfor en p& forhiand gitt K.
Dette er mulig fordi vi kan vise at om F o9 et irreduktibelt polynom
p(x) & Fix1 er gitt kan vi eksplisitt konstruere oss en overkropp K
som inneholder et element X slik at p(®) = O. Dermed vil vi ha
konstruert en K som inneholder bdde F og 0g eksistensen av
F(X) vil vare sikret som fér. Vi merker oss imidlertid at vi her har
en ny problemstilling: Istedet for at F 0g o. er gitt slik som i
det "konkrete" tilfellet ovenfor hvor alt foregdr innenfor en pd for-
hand gitt K - er det i det andre tilfellet F og et irreduktibelt
polynom p(x)e Fix] som er gitt 0g en sdker en overkropp K av F
slik at p(x) = O har en 10sning o & K. (S8kalt "symbolsk adjunksjon'.

Vi beviser na eksistensen av en slik K

Sats 34. La F va&re en gitt kropp. Da finnes det for det forste en
enkel transendent utvidelse av Fo Dernest hvis p(x) er et irredukti-

belt polynom over F finnes det en enkel algebraisk utvidelse F(«)

til F slik at p(%) « O« Bide i det transendente og i det algebraiske
tilfellet er den enkle utvidelsen entydig pa en ekvivalens ner. (Ekvi-
valensbegrepet er definert ovenfor, )

Bevis: Det transendente tilfellet er opplagt. Her representerer kroppen
F(x) av alle rasjonale uttrykk i et bokstav x med koeffisienter fra
F en enkel transendent utvidelse og vi har sett at to slike utvidelser
F(x) og F(y) er ekvivalente. La sd p(x) vere et irreduktibelt
polynom i F[x? . Vi har sett at om F har en enkel algebraisk ut-
videlse F (o) innenfor en gitt K med o rot i p(x) = 0 s8 m3
nodvendigvis F (i) = leﬁ/(p(x))o Var oppgave blir derfor 3 vise at
FD(J/(p(x)) - helt uavhengig av noen K 2 F - virkelig er en enkel
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algebraisk utvidelse av F generert av en rot i p(x) O. Det forste
nemlig at [ *4/(p(x)) er en utvidelse av F (deves. inneholder en
underkropp isomorf med F) ser vi slik: Avbildningen F - FLXJ/(p(x))}
som avbilder et element a - F pa den restklassen som det konstante !

polynomet a horer til modulo p(x) er tydeligvis en homomorfi av F
inn i F!xj/(p(x))o Denne homomorfien er en isomorfi; for om a 4 O
vil det tilsvarende polynomet (av nullte grad) ikke vere med i den
restklassen som representerer nullelementet i FLXJ/(p(x)) for denne
restklassen bestdr av alle polynomer av formen f(x)p(x) med

f(x) & Fix}. Vi kan derfor identifisere F med en viss underkropp
av FAXJ/(p(x)) og dermed betrakte kroppen FLX%(p(x)) som en ut-
videlse av F. Det gjenstdr bare & vise at likningen p(x) = O har
en 16sning ol i EE?T/(p(x)) slik at vi far F'Lx]/(p(x)) identisk
med den enkle algebraiske utvidelsen F(«%). La oss kalle den rest-
klassen i F‘:*X"J/(lo(x)) som polynomet x ligger i for ol . Av

p(x) = a ta;xteeota X c (p(x))

og av at avbildningen F/x 1 —> FEX’7(p(x)) er en homomorfi folger at

§o+§lf’(+o . n+-a—nd,n =0
hvor 51 betegner billedet av a; € F  ved denne homomorfien. Men
etter den identifikasjonen vi gjorde i fdrste del av beviset kan vi
sloyfe strekene over a'ene og null slik at vi virkelig har p(a) = 0.

Entydighetsutsagnet i satsen er bevist i og med Sats 33.

Eksempel. Metoden ovenfor kan f.eks. brukes til & konstruere kroppen

C av de komplekse tall utfra kroppen R av de reelle tall samt
polynomet X2+lo At polynomet x2+l er irreduktibelt over R kan vi
se ved a bruke Eisensteins kriteriumy idet en setter x+1 istedet for

x og far polynomet x2+2x+2 som faller inn under kriteriet. Irredukti-j
biliteten av x2+l er ogsa direkte innlysende. Kaller vi den rest- |
klassen som x horer til modulo x2+1 for i f&r vi R(i) = R[xj/(x2+l
og R(i) blir her isomorf med "kroppen av de komplekse tall". Etter

Sats 32 vet vi jo at et element i R(i) kan skrives entydig pa formen

atib siden 1 er av annen grad over R o0g en konstaterer lett at

regning med linesruttrykk a+bx modulo x2+l foregar noyaktig som
regning med "komplekse tall". Ndr vi her bruker gdsedyne antyder vi at
vi tenker oss at vi allerede har innfodrt kroppen C péa en annen mate
som tallpar (ay,b), a,b € R med de vanlige regneregler (multiplika-
sjonen er fo.eks. definert ved (a,b)(cy,d) = (ac-bd, ad+bc)). Kaller vi
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denne kroppen for C kan en ogsd her bevise (se Theorem 2 s. 108 i

2]) at C inneholder en underkropp isomorf med R -nemlig parene av
formen (a,0) og inneholder en rot i likningen x“+1 = O (paret (0,1))
og det slik at C = R({0,1)). Disse to metodene til 3 utvide R til

C er ekvivalente i den presise forstand som ble definert ovenfor.

17, Utvidelseskropper betraktet som vektorrom over grunnkroppen. Ved

eksistenssatsen ovenfor (Sats 34) har vi sett at det i og for seg er
unddvendig & postulere eksistensen av en overkropp K til F hvori
alle enkle utvidelser av F skal foregd siden vi er i stand til &
konstruere eksplisitt en slik K for hver enkel utvidelse. Hva angar
algebraiske utvidelser som ikke er enkle, men hvor vi fir med alle
rotter i en likning f(x) = 0 med f(x)z F(x) skal vi senere bevise
en liknende eksistenssats. For de betraktninger vi skal gjore i det
folgende og som alle angadr utvidelser av formen P(Qloo.o%) hvor
«'ene kan oppfattes som rétter i et polynom f(x)& F{x] - behdver vi
derfor ikke ha noen skrupler med & tenke oss F som underkropp av

en "stor" kropp hvori alle utvidelser foregir.

Om K er en utvidelseskropp til F kan K p& triviell mite opp-
fattes som et vektorrom med skalarkropp F. Addisjonen er den addisjon-
en som allerede er gitt i K ogmultiplikasjon av en "skalar" L
med en "vektor" © K er den multiplikasjonen som allerede er definert i
Ke Det hele bestar altsd i grunnen i at multiplikasjon av to elementer
i differensmengden K-F ikke kommer i betraktning. Dette & betrakte
en utvidelseskropp som et vektorrom over grunnkroppen er meget nyttig
og leder straks til endel enkle, men viktige resultater. Forstv mulig-
gjor denne betraktningen en _generell definisjon av utvidelsers grad.

Vi begrenser oss her til det endelige tilfellet,

Definisjon: La F vare en kropp og K en utvidelseskropp til F. Hvis

-

vektorrommet K over F har endelig dimensjon n sies K & vzre en

endelig utvidelse av.F av grad n og vi skriver n - [K:FJ]. Denne

definisjonen har mening etter det Korollaret til Schreiers sats hvor
vi fikk definert dimensjonen av et endeligdimensjonalt vektorrom. Det
generelle gradbegrepet som er definert her er i overensstemmelse med
det spesielle gradbegrepet som ble definert tidligere for enkle
algebraiske utvidelser. Vi noterer dette som

Sats _35. Graden n  av et element % som er algebraisk over F er lik
dimensjonen av_F(X) betraktet som vektorrom over F. FEX) har en

V

@asis som bestdr av elementene 11d3d2°°°dp-1 ]
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Bevis: At o er algebraisk av n'te grad betyr at & er nullpunkt i
et irreduktibelt polynom av grad n og vi vet at ethvert element 1
FlY lar seg skrive entydig p& formen afa 0to.eta fin—l med a, ¢ Fo
Det betyr at {l I %} danner en basis for F() over F 0og at

dimensjonen derfor er no.

Korollar. Hvis to elementer o¢ o0g /B som er algebraiske over F

genererer samme (J: ekvivalente) utvidelse F®) 2 F(8) vil &% og A

ha samme grad over F,

Da vil jo F(et) og E(p) ha samme dimensjon over F 0g graden
av o ma vaere lik graden av (3 etter Sats 35,

Vi har sett at en enkel algebraisk utvidelse er en endelig ut-
videlse (iflg. definisjonen ovenfor og Sats 35). Vi skal n3d omvendt se
at en endelig utvidelse av F bare bestar av elementer som er
algebraiske over F:

Sats 36. Ethvert element X i en endelig utvidelse K av F er

algebraisk over F og tilfredsstiller en irreduktibel likning over

F__av grad hdyst n hvor n = [K:F] er graden av den gitteutvidelsen,

Bevis: Siden vektorrommet K (over F) har dimensjon n vil de n+l
elementene 1, d?,o.odP vere linem®rt avhengige (ellers matte de vare
en delmengde av en basis og det strider mot invariansen av dimensjons-
tallet n). 3: bo+bft+...+bﬁxn = 0 hvor b, $ O for minst én i. Men
det betyr at ol er algebraisk over F 0g av grad hoyst n.

Som en direkte fdlge av Sats 35 og Sats 36 har vi folgende

Kordlar. Ethvert element i en enkel algebraisk utvidelseskropp F ()

er algebraisk over F.

Vi skal sa utlede noen enkle egenskaper ved suksessive endelige
utvidelser,

Sats 37. Hvis elementene a(l,aoqxn danner en basis for en endelig ut-

videlse K av F og A1 By danner en basis for en endelig ut-

videlse L av K vil de men produkter O(i/jj med 1 € i< n,
1l £ J£m danne en basis for L over F,

Bevis: Ethvert element ﬁe L kan skrives pa formen /3 Xj Fj hvor

JJ € Ko Disse Xﬁ kan i sin tur skrives pa formen

m A
a;d; med a.;g F. Dette gir /A3 - )‘ a, oL )16 = ;i & Bl 3
fgi i [ ;g; =y 3 e 4 ( 5 13 1f%
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0g viser at produktene o<iﬁj danner et sett av generatorer for
vektorrommet L over F. Den andre egenskapen som er med a karakteri-

sere en basis er at generatorene er lineart uavhengige. Av

L. Q. =2 (5 0 . 5 ' /30 ner en basis
S—aij“ifﬁ "*‘(AL‘aqui)F% = 0 folger siden ene danner b

;o1 /
= :
over K at alle summene aifxi = 0. Da A ‘'ene danner en basis
i
over F folger aij = 0 for alle i,j og dette viser at f%iﬁ%}

danner en basis for L over F.
Denne satsen har en rekke konsekvenser.

Korollar 1. Hvis K er en endelig utvidelse av F og L en endelig
utvidelse av._K wvil L vare en endelig utvidelse av.F med grad
(L:F] = 1L:K]-[K:F],

Korollar 2. Hvis K er en endelig utvidelse av F med grad [K:FJE_Q
vil ethvert element o€ K vere algebraisk og ha en grad som er en

divisor av ne

Bevis: At o er algebraisk vet vi allerede fra Sats 36. Korollaret
folger da direkte av formelen [ K: F LK F ( )j{}(d) :E] hvor siste
faktor nettopp er graden til & over F

Istedet for [F(a): FT som altsd er graden av ol m.hep. F

skriver vi ogsd [o :F].

Korollar 3. Et element X i en endelig utvidelse K av F genererer
hele utvidelsen, deves. K = F(ot) hvis og bare hvis [o:F] - |K:F].

Bevis: Av [K:E] :{}k:F}!ﬁ:F(di] tolger at [dvzﬁj = [K:F] hvis og

bare hvis fK:F(dQ] 1l som er ensbetydende med K = F{),

Korollar 4., Hvis K
oy slik at hver oy er_algebraisk over F(oﬁoooa%_l) da er K en
endelig utvidelse av F 0g ethvert element i K er derfor algebraisk

]

F(dl.oodi) er_en kropp generert av r elementer

over Fo.

a, )
1_
og ifolge Korollar 1 er derfor ogsa LK P7 endelig og ethvert element

Bevis: Hvert av gradtallene FF lnao F diaagd l) er endelig

i K er algebraisk over F ifolge Sats 36.

18. Et par anvendelser pd algebraiske tall 0g konstruksjonsproblemer

(kubens fordobling). Fo&r vi gar videre i den generelle teorien skal

vi forst gjore et par anvendelser av det vi allerede har utledet. Vi
begynner med noen bemerkninger om algebraiske tall. Et algebraisk tall
A er et komplekst tall (foekse. oppfattet pd en av de to mitene som
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er beskrevet pd side . som tilfredsstiller en likning aﬁxﬁ+an_fx?‘l+
eeeta = O hvor alle a; er rasjonale tall. Med andre ord et
algebraiske tall er et komplekst tall som er algebraisk over kroppen

Q av de rasjonale tall. Pa grunnlag av det vi har vist om algebraiske
utvidelser kan vi gi enkle beviser for et par fundamentale satser om

algebraiske tall.

Sats_38. Mengden av_algebraiske tall danner en kropp.

Bevis: Vi trenger 3 vise at sum, differens, produkt og kvotient (med
nevner 4 0) av to algebraiske tall X0 igjen er et algebraisk
talls Men alle disse operasjonsresultatene er inneholdt i underkroppen
Qly3) av C. Siden & er algebraisk over Q og [ algebraisk
over Q og derfor ogsd over Q(«) vil Qx,8) etter Korollar 4
vgre en endelig utvidelse av Q og derfor ifdlge Sats 36 bare inne-
holde algebraiske tall.

Vi sier generelt at en kropp F er algebraisk avsluttet (eller
algebraisk komplett) dersom ethvert polynom med koeffisienter i F
har minst ett nullpunkt i F.= Dette medfdrer umiddelbart at alle
nullpunktene er i F ved & bruke Korollar 2 til Sats 24 som samtidig
viser at over en algebraisk avsluttet kropp kan ethvert polynom spaltes
i line®rfaktorer (og det pd entydig mite). Det finnes i dette tilfellet
ikke andre irreduktible polynomer enn de som er av fdrste grad. At F
er algebraisk avsluttet betyr at det ikke finnes andre algebraiske ut-
videlser av F enn F selv. Det sdkalte "algebraens fundamental-
teorem" sier at kroppen C av komplekse taller algebraisk avsluttet.

Dette er ganske overraskende nar vi tenker pa hvorledes C er frem-
kommet, nemlig ved en eneste algebraisk adjunksjon av en rot i den
spesielle likningen x2+l = O, Satsen sier at adjunksjon av en hvilken
som helst rot i en annen likning med reelle koeffisienter - ja til og
med komplekse - ikke fdrer til noe "nytt". Betegnelsen "algebraens
fundamentalteorem" er uheldig (van der Waerden foresl3r betegnelsen
"fundamentalsatsen for laren om de komplekse tall"). Ved & bruke
Liouvilles sats fra funksjonsteorien kan en gi et ytterst kort og
elegant bevis for satsen slik at vi like godt kan ta det med her.

Sats 39. ("Algebraens fundamentalteorem") Kroppen C av de komplekse

tallene er algebraisk avsluttet.

Bevis: La f(z) vare et polynom som ikke har noe komplekst nullpunkt.
Da vil ?%E) vadre en holomorf funksjon i hele det komplekse z-plan
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som holder seg begrenset nar |z|-» <4 . Etter Liouvilles sats er da
?%E) en konstant og f(z) mad derfor selv vere en konstant. Dette
beviser satsen.

Med de rent algebraiske midler vi har utviklet i det foregdende
kan vi imidlertid bevise den fdlgende

Sats 40, Kroppen A av de algebraiske tall er algebraisk avsluttet.

Bevis: La xn+0é_lxn-l+“o+db = O wvere en likning med koeffisienter

jiei A. Over kroppen Q av de rasjonale tall generermrdisse koeffisi-

entene en kropp K = Q(db,diooou%_l) som p.ge.a. Korollar 4 til Sats
37 er en endelig utvidelse av Q. En kompleks rot /2 1 den gitte
likning er algebraisk over K slik at K(ﬁ) er en endelig utvidelse
av K. Etter fdrste del av Korollar 1 til Sats 37 vil da K(B) veare
en endelig utvidelse av Q og /3 er algebraisk over Q, deves.  ﬂ
er et algebraisk tall.

Vi skal nd se at Sats 37 har en konsekvens som ligger til grunn

for umuligheten av "kubens fordobling". Det er fdlgende

Sats 4l. La p(x) vamre et irreduktibelt polynom av 3dje grad over en

kropp F og la K veare en utvidelse av F av grad 2", Da vil

p(x) ogsd vere irreduktibelt over Ko

Bevis: Anta at p(x) var reduktibel over K. Siden p(x) er av
tredje grad betyr det at p(x) har minst en linear faktor som hdrer
til K[x] eller med andre ord at K inneholder en rot o i p{x)
O. Etter Korollar 2 til Sats 37 forer dette til likningen gl
3°[K:F()} hvilket er umulig og pl(x) er derfor irreduktibel over
Ke

Sats 41 viser at en irreduktibel tredje-gradlikning ikke kan
loses ved suksessive adjunksjoner av kvadratrdtter. For et visst an-

tall slike kvadratrotsadjunksjoner vil alltid lede til en utvidelse av

grad 7 09 en slik utvidelse kan etter det vi nettopp har sett ikke
inneholde noen rot av en irreduktibel tredje-grads likning.

I problemet om kubens fordobling gjelder det med passer og linja
a konstruere en kubus med dobbelt sa stort volum som en gitt kubus.
Vi skal antyde beviset for umuligheten av dette. La oss anta at den
gitte kubus har sidekant av lengde 1. Konstruksjonen skal forega i
et plan slik at det som er gitt er altsd et kvadrat med sidekant 1.
De tall (= lengder) som er gitt umiddelbart i og med dette kvadratet
er tallene 1 og 'VEZ Kaller vi kroppen av de rasjonale tall for

Q har vi derfor til & begynne med bare stdrrelser som hdrer til

1
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kroppen Q(Y 2). Det er nd mulig & vise at ved & anvende passer og
linjal (etter bestemte foreskrevne regler) kan en bare oppnd 3
konstruere stdrrelser (lengder) som hdrer til en kvadratisk utvidelse
av den kroppen av stdrrelser en tidligere hadde. Dette kommer selv-
folgelig av at likningen for en sirkel (som svarer til bruk av
passeren) er av annen grad og at likningen for en rett linje (som
svarer til bruk av linjalen) er av fdrste grad. Skjeringspunkter (og
lengder mellom skjdringspunkter) for sirkler og rette linjer vil der-
for alltid bli uttrykt rasjonalt eller ved bruk av kvadratrdtter.
Gjentatt bruk av passer og linjal vil derfor bare lede til stdrrelser
som horer til en utvidelse av grad 2™ over grunnkroppen Q. Men
siden volumet av den gitte kubus er 1 gjelder det 3 konstruere en
sidekant x slik at x3 = 2. Etter Eisensteins kriterium er
likningen x3-2 = O irreduktibel og den kan derfor etter Sats 41 ikke
ha noen rot i en utvidelse av grad 2™, Dette viser umuligheten av
kubens fordobling. For en fullstendigere behandling av dette problemet
og andre konstruksjonsproblemer henviser vi til [53 0g L. Weisner:
Introduction to the theory of equations. N.Y. 1938. (Se ogs& T. Nagell

Lirobok i algebra. Uppsala 1949.)

19. Rotkroppen til en algebraisk likning. Vi skal n& studere utvidels-

er av. F som fremkommer ved a adjungere alle rdtter i en algebraisk
likning f(x) = 0, f & F[x]. Vi har fdlgende

Definisjon. En utvidelse N av F kalles for rotkroppen til et

polynom fg F[Xj hvis f kan skrives som et produkt av lineamr-
faktorer f(x) = B(X-ul)uog(x-ah) i N og N = F(dioeodh)o

Bemerkning. Mer presist burde vi i definisjonen sagt "en rotkropp"
istedet for "rotkroppen" i bestemt form - men definisjonen rettferdig-
gjores ved at vi for gitt F og f kan bevise at det bare finnes en
N med de to gitte egenskaper. Vi ndyer oss foreldpig med 3 bevise
eksistensen av en rotkropp N med de to gitte egenskaper.

) iy

Sats 42. Ethvert polynom f over en gitt F har en rotkropp.

Bevis: Vi tilbakefdrer dette eksistensbeviset til eksistensbeviset for
enkle algebraiske utvidelser. Vi bruker induksjon med hensyn pa graden
til f.= For et polynom av forste grad vil F vare en rotkropp til
F o9 satsen.er i orden.i-det tilfellet. Anta na at satsen er riktig
for en vilkarlig kropp F og for alle polynomer over §F av grad n-l
0g anta at polynomet f(x) av n'te grad har en irreduktibel faktor
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p(x)e Etter Sats 34 eksisterer det da en enkel algebraisk utvidelse

K = F(®) generert av en rot o 1 p(x) = O« Innenfor K har der-
for ogsa f(x) = O roten «x =al; 09 vi kan etter Sats 24, Korollar 2
skrive f(x) = (x-dl)g(x) (oppspalting med koeffisienter fra Ki).
Her er g(x) et polynom av grad n-1 og det eksisterer da etter
induksjonsantagelsen en rotkropp N over K generert av de n-l
rotter @lpeeed i glx): N = K(oly¥gyeeey0t ) eller N = F(Ocl,,)(
(d2ooodn) = F(% cco® ) som viser at N er en rotkropp til f

over Fo

Sats 42 kan brukes til 3 bevise en ytterligere eksistenssatso
Nemlig at enhver kropp har en algebraisk avsluttet utvidelse. Vi har
tidligere sett at bade kroppen Q av de rasjonale tall og kroppen R
av de reelle tall tillater en slik algebraisk avsluttet utvidelse;
nemlig kroppen C av de komplekse tall. Q tillot dessuten en mindre
algebraisk avsluttet utvidelse ved kroppen A av de algebraiske tall.
Eksistensbeviset for generelle kropper F er enkelt ndr F har
karakteristikk p idet en bruker Sats 42. (Se [2] s.410-411). Be-
viset 1 det generelle tilfellet bruker utvalgsaksiomet i form av
Zorns lemma (eller transfinit induksjon).

P4 en mdte kan vi si at en rotkropp N til polynomet f(x) & F[x
er en minimal overkropp til F som inneholder alle f's rotter. Er
nemlig K en utvidelse av en slik rotkropp N sa kan vi ikke ha
fl) = 0 for A& K-N. For f(x) =/§(x-oal)”o(x-°1h) er lik null
bare~‘x = CORREERY-

§ 4, Galois-teorie.

20. Den Galoiske gruppen til en rotkropp: Ved en automorfisme forstar

en generelt en isomorf avbilding av et algebraisk system (gruppe, ring,
kropp etc.) pa seg selv. For at en en-entydig avbildning <P av kropper
K pd seg selv skal va@re en automorfisme er det nok at Cp(a+b) =
f?(a)+ 7Nb) 0g (P(ab) = f(a)°<P(b)a Dette medfdrer asom en lett kan
verifisere at (?(O) = 0, (F(e) - ey, ¢la-b) =<p(a)—’ (b) og

q?(ab-l) :‘%(a)(q?(b))—l, spesielt %(b_l) - %(b))-lo' Innenfor
kroppen av de komplekse tall vil f.eks. avbildningen g} definert ved
<?(a+ib) = a-ib vare en automorfisme. Hvis ¢, og qu begge er
automorfismer av K pa K vil den sammensatte avbildningen 901992
definert ved (,Fi»f2)(a) - P ?ﬁ(a)) 0ogsd definere en automorfisme
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i K, 1likesd avbildningen §7-l, definert ved at qfl(a) - b, der-
som a = ?Wb) og @ er en automorfisme. Det er tydelig at med

disse definisjonene vil mengden av alle automorfismer i K danne en
gruppe G(K) hvor enhetselementet er den automorfismen som avbilder
ethvert element i K pad seg selve Hvis F & K kan vi betrakte den
undermengden av den fulle automorfismegruppen til K som bestdr av
alle de automorfismer i K som lar elementene i F 1invariant 1 den
forstand at (p(a) = a for alle a e F. Denne automorfismemengden
danner tydeligvis en undergruppe av den fulle automorfismegruppen til

K og vi kaller denne undergruppen for automorfismegruppen til K

over F. Vi kan passende betegne den med G(K,F). En ser lett at

den fulle automorfismegruppen G(K) til K ogsa kan oppfattes pa
denne maten, idet G(K) = G(K,P) hvor P er primkroppen i K. Om

e er enhetselementet i K er jo %D(e) = e og derfor ogsa qﬂne) = ne
slik at alle elementer i primkroppen er invariante overfor en vilkarlig

automorfisme i K. Idet vi sier at to elementer i K er konjugsrte

over F nar de begge er nullpunkter i samme irreduktible polynom
-
L

over har vi folgende

Sats 43, La K v&Ere en endelig utvidelse av F  og ?’E& G(K,F). Da
vil for et vilkérlig element X& K de to elementene X og @ (x)

7

vEre konjugerte over F,

Bevis: Ifolge Sats 36 er { algebraisk over F og er nullpunkt i et
(entydig) irreduktibelt polynom p(x) = xn+an_lxn'l+ocg+ao med a;e F
J:cjn+an_fxp_l+aoc+ao = 0. Siden ¢ (ai) = a; 09 forovrig bevarer
alle rasjonale relasjoner vil ogsa <P(odn+an_lq7QiJn'l+oco+ao - 0 som

viser at p(gi¢d = O og dermed at o og ?(d) er konjugerte.

Definisjon. La N = F(a, 00000 ) veaere rotkroppen til et polynom f(x)

over F. Vi kaller da gruppen G(N,F) for den Galoiske gruppen til

likningen f(x) = O eller ogsd Galois-gruppen til rotkroppen N over
Fae

Bemerkning. I denne definisjonen har vi stilltiende antatt at rot-
kroppen N er entydig bestemt pa en ekvivalens nar. Denne entydig-
heten vil imidlertid forst bli bevist 1 Sats 46,

Vi beviser forst en sats som viser at den Galoiske gruppen alltid
kan identifiseres med en viss gruppe av permutasjoner i mengden av de
forskjellige rottene til f(x) i N. N&r vi bruker uttrykket mengden

av forskjellige rotter sa er det ikke noe annet enn mengden av rottene

- vi vil bare vere sikker pad at det er klart at en dobbeltrot som f.ekse
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2 .
1 i (x-1)" = O ikke skal telle to ganger. Da har vi

Sats 44. La  f(x) veare et polynom av n'te grad som har ndyaktig k
forskjellige rdtter i en rotkropp N = F(dleeodk)o Da vil enhver

automorfisme i Galois-gruppen G(N,F) bestemme en permutasjon o4 &>
P(oy) av_de forskjellige rdttene til f(x) og omvendt vil automor-

A
fismen ¢ vere entydig bestemt ved den permutasjonen den bevirker i

denne mengden av forskjellige rdtter i f(x).

Bevis: La P = G(NyF). Det fdlger da av Sats 43 at ‘f’ avbilder en ﬂ
rot i f(x) pd en rot i f(x) og siden ¢ er en-entydig avbilder den
forskjellige rotter pa forskjellige réttefL i? bevirker altsa en
permutasjon av mengden «Exloooxkj av de forskjellige rottene i f(x)
og denne permutasjonen er ikke noe annet enn <%'s restriksjon til ;

denne mengden. Omvendt vil vi om <}¢ er en automorfisme kunne rekon-

struere virkningen av t% pa et vilkarlig element X & K utfra kjen-
skapet til \%i(ui) for alle réttene X ;. For ?(GfF(Xlo.dxk) vil
kunne skrives som et polynom ™ = g (Jlooo%k) i de k storrelsene
<xleon&k med koeffisienter fra F. (Vi bruker her identiteten F(X) =

F[=J k ganger) og vi f8r siden ¢ er en automorfisme at 99¢K) =
g(f@&)oocipO%)) som viser at quX) er bestemt ved kjenskapet til
(y(a&), 1 £ i ¢ k. Dette viser at om to automorfismer i G(N,F) er

forskjellige md deres restriksjoner til {gilogomkg ogsa vere for-

skjellige og altsd gi opphav til forskjellige permutasjoner i mengden

{o(peeedlf e Dette viser

Korollar l. Den Galoiske gruppen til en likning f(x) = O er isomorf
med en undergruppe av_permutasjonsgruppen til mengden av (de .forskjellige)

rottene til f(x).

Vi sier her uttrykkelig undergruppe. Enhver permutasjon av rdttene
trenger ikke 3 vare restriksjon av en 9“ i G(N4F).

Korollar 2. Den Galoiske gruppen til en likning av n'te grad har en

orden som er en divisor i n}?

Bevis: La k vare antall av forskjellige rotter. Da vil k € n 09
k#lnt. Ordenen av den fulle permutasjonsgruppen til'ﬁxleooﬂ%%-er ki
og siden G(N,F) er isomorf med en undergruppe av denne vil ordenen

av G(NyF) vare divisor i k! og dermed ogsd i n!}

Eksempel. Etter Eisensteins kriterium vet vi at likningen p(x) =
x =3 = 0 er irreduktibel over kroppen Q av de rasjonale tallene

s,
N o~

Likningen har de 4 forskjellige rdttene x - rei? 5 ?>= O, 37,7/, %1/
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0og I = $“§“= den reelle positive fjerderoten av 3. N&r i = QTI“ kan vi
skrive rottene som r, ir, -r og -ir. Rotkroppen til polynomet

x¥-3 over Q er altsid kroppen Q(r, ir, -r, -ir) = Q(r,i). Som en
ser av dette eksemplet behdver ikke (selv i det irreduktible tilfellet)
generator-mengden ixlooodh i F@iloaomh) vere "minimal", slik at vi
ikke kan stryke noen av o 'ene (eller m.a.o. erstatte den med en annen
mindre mengde). Rotkroppen kan altsd i dette tilfellet tenkes:a frem-
komme ved to suksessive enkle algebraiske utvidelser. Fdrst utvider vi
Q* til Q(r), dernest Q(r) til Q(r,i). Vi har her en situasjon

FS K< L som den som er beskrevet i Sats 37. Utvidelsen Q(r) er av
fjerde grad over Q siden 1r tilfredsstiller en irreduktibel likning
av fjerde grad over Q. Som vektorrom over Q kan vi velge

i1, r, r2, r3} som basis (Sats 35). Q{(r) inneholder bare reelle tall
og inneholder derfor ikke i. Utvidelsen fra Q(r) til Qlr,i) kan
derfor ikke vare av forste grad. Men den er av annen grad siden i
tilfredsstiller x2+l = 0 aom har koeffisienter fra Q og dermed fra
Olells (x2+l/ vedblir & vare irreduktibel over Q(r)) Denne siste
utvidelsen har derfor som vektorrom over Q(r) basisen _{lﬁig. Etter
Sats 37 far vi derfor at produktmengden {1, T, r2, r3;}{l,i} =

3, i, iz, ir2, ir3f danner en basis for rotkroppen Qfr,i)

{l, o r2, P
som vektorrom over Q og graden av utvidelsen Q(r,i) over Q er
derfor 8. Siden ethvert element kan skrives som en linearkombinasjon

av disse elementene med koeffisienter fra Q vil en automorfisme 79 i
den Galoiske gruppen vere fullstendig kjent om vi kjenner <p(r) 0g
qﬁi)o Utfra dette er det relativt enkelt & bestemme den Galoiske
gruppen G(N,F) fullstendig i dette tilfellet og en finner at
G(Q(ryi),Q) er en gruppe med 8 elementer. For en fullstendig gjennom-
gaelse av dette eksemplet henviser vi til Birkhoff & Mac Lane s. 415-16.
Vi noterer her bare den ting at ordenen til den Galoiske gruppen
G(Q(ryi),Q) er lik graden av utvidelsen Q(r,i) over Q. Vi skal

senere vise at dette er spesialtilfelle av en generell sats.

2l. Separable og inseparable polynomer. Vi har ovenfor definert begrepet

rotkropp over F med hensyn pd et polynom f og den tilhorende
Galoiske gruppe. For a fa en pen teori kan vi imidlertid ikke la
polynomet f veare helt vilkarlig. Det finnes nemlig kropper F med
karakteristikk p hvor et irreduktibelt polynom f av grad n over F
har ferre enn n 1rotter i den tilhdrende rotkroppen. Anderledes
uttrykt: elementet X kan vare algebraisk av n'te grad over F, men

ha f@rre enn n konjugerte. Dette forhold kan som vi skal se ikke opp-
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tre ndr F har karakteristikk O, men vi kan finne eksempler pa det
ndr F har karakteristikk p. Her er et eksempel: La P(u) betegne
en enkel transendent utvidelse av restklasse-kroppen P modulo prim-
tallet p, og la F vare underkroppen P(uP) av P(u) generert av
elementet t = uP (som ogs& er transendent over P). Over F er
imidlertid u algebraisk idet u der tilfredsstiller f(x) =xP-t = 0 .
Vi pastar at f er irreduktibel over F. Var f reduktibel ville den
ifolge Gauss lemma allerede vare reduktibel over P{t] (kvotient-
kroppen til denne ringen er jo P(t)) og en eventuell oppspalting

ville ha formen xP-t = g(x,t)ch(x,t). Vi kan imidlertid ogs& se pa
denne dekomposisjonen som en oppspalting av x°-t som et lineamrt
polynom i t siden g og h &€ P[x][t] (= Pit][x]). Men et lineamrt
polynom er irreduktibelt og g eller h md vaere en enhet i P(tj[i},
deves. et element i P. Dette viser irreduktibiliteten av xP-t - na
som polynom i P[f}[xja Men denne irreduktible likningen av p'te
grad har bare en rot i P(u) til tross for at den kan dekomponeres
fullstendig i linemrfaktorer innenfor P(u): xP-uP = (x-u)P (Sats 30).

Definisjon. Et polynom f(x) av grad n med koeffisienter fra F er
separabelt over F hvis f har n forskjellige rdtter i en passende

rotkropp N over F. Ellers sier vi at f er ineparabelt over F.

En utvidelse K = F sies a vare separabel over F hvis ethvert element
i K er rot i et separabelt polynom over F (dette er ensbetydende
med at det irreduktible polynom ¢ Fix] som «& K tilfredsstiller
er separabelt over F).
Vi skal utlede et enkelt kriterium for separabilitet ved & bruke

begrepet formell derivert av et polynom. La f(x) = ao+alx+o“+anxn

vere et polynom over F. Med den formelle deriverte av f(x) forstdr

5 ver s seh vanlig be-

vi polynomet cgf(x) = al+2a2x+o°°+nanx
tegner atat...ta, k ganger. Hvis F er kroppen R av reelle tall

er denne rent formelle definisjonen i overensstemmelse med differensial-
regningens derivasjonsbegrep. Vi kan her rent algebraisk utfra

definisjonen ovenfor bevise regler fra differensialregningen som
¢ p . : . f 4 B :
J(f+g) = S(£)+ ©(g); J(fg) = £ Sg+ Sfegy, JUEM) = me™ Lo Sr

y

Det er bare direkte & bruke definisjonen av ¢ . Vi kan n3 bevise

Sats 45. La f(x) vere et polynom over F. La d(x) vere den stdrste

felles divisor av _f(x) og Jf(x) (d(x) er entydig bestemt ndr vi

tenker oss at koeffisienten foran den hdyeste potensen er 1). Hvis

d(x) = 1 er f(x) separabelyellers er f(x) inseparabel.
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Bevis: Etter Sats 42 har vi til f og F en rotkropp N hvori f

"

o)
o

kan spaltes i linesrfaktorer f(x) = :g(x—xl) ooo(x-xk) o uly gbaj

Hvis vi deriverer f formelt ser vi at & f blir en sum av k-1
s
ledd som al%e ar (Xgﬁl) £ e Faktes og et k'te ledd
- s
:ff::}'ro Sl(X—!il) l (X"IXZ) 2000 (X"\«\k) ko Med andl‘e OI‘d hViS S_]. > _]_ Vj.l

(x-%) g8 opp i = f mens den ikke vil gjdre det hvis s; = 1. Gjor
vi det samme med SpyeceS,  Ser vi at f og £ f alltid har en
felles faktor unntatt nar §) = Sy = 8 = l. Men dette siste er
ekvivalent med separabilitet siden det bare er i dette tilfelle at

f har sd mange rdtter (i N) som graden til f angir. Dette be-

viser Sats 45,

Korollar l. Et irreduktibelt polynom er separabelt hvis dets formelle

deriverte er forskjellig fra null,

Bevis: Hvis f(x) er irreduktibel vil (f(x), <J f(x)) = 1 unntatt
ndr ¢ f er et multiplum av f(x) og siden graden av f f(x) er

mindre enn graden av f(x) kan dette bare inntreffe ndr | f = 0.

Korollar 2. Ethvert irreduktibelt polynom over en kropp med karakteri-

stikk null er separabelt.

Bevis: Folger av Korollar 1 idet fdrste ledd nanxn_l er forskjellig

fra null siden na_ % O for alle n og a, 4 O i en kropp med
karakteristikk null.

Av dette korollaret fdlger at enhver endelig utvidelse av en kropp
med karakteristikk null er separabel i den forstand som ble definert

ovenfor,

22, Rotkropper og Galois-grupper for separable polynomer. Vi skal be-

gynne dette avsnittet med & vise tre lemmaer som handler om utvidelse

av isomorfier,

Lemma l. La - vere en isomorfi mellom de to kroppene F og F', Til

Fix! svarer det da entydig et

et irreduktibelt polynom p(x)

irreduktibelt polynom p'(x) & F'I'x1 ved at korresponderende koeffi-

sienter i p(x) og p'(x) gir over i hverandre ved isomorfien. Hvis

F(#) o9 F'(#') er enkle utvidelser ved rétter < og_=«' i hen-

holdsvis p(x) og p'(x) wvil ¢ kunne utvides til en isomorfi <Wx
X

mellom F(<) og F'(x') slik at o' = ¢*,

Bevis: Dette er i grunnen ikke annet enn det vi allerede har vist i

Sats 33. For utvidelsen q?x er gitt eksplisitt ved likningen

i



% g =l g v i sn-1
(7[) (ao+alo<ooo+an_l-\, ) = ao +al ;',./\_‘+ono+an_lg\'
ndr a.' = q@la:)y, ¥ = @) og n er graden av o, over F.

Sy ars s ]

Lemma 2, La isomorfien % mellom F og F' overfdre polynomet

o

f(x) i polynomet f'(x) og la N ZF og N' 2 F' vare rotkroppen

over F og F' +til henholdsvis f og f'. Da kan isomorfien

utvides til en isomorfi mellom N og N'.

Bevis: Vi beviser dette ved induksjon meh.p. graden m = [N:F7° For
m = 1 er lemmaet opplagt idet vi har F = N og ¢ er allerede ut-
videt til No La s& m > 1 og anta at lemmaet er riktig for alle
rotkropper N av grad < m over en vilkdrlig F. Siden m» 1
ligger ikke alle f's rotter i F og vi md ha minst &n irreduktibel
faktor p(x) i f(x) som har grad d > 1. La <« va@re en rot av

p(x) i N og la p'(x) vaere det polynomet over F' som svarer til
p(x) ved isomorfien 77 (p* (x) vil da vamre en faktor i f?(x))o
Rotkroppen N°' inneholder en rot o' av p'(x) og etter Lemma 1
kan ‘ﬁ utvides til en isomorfi 4;* mellom F(X) og F'(x') slik
T (A) =t

at g
Siden N er rotkropp til f over F er den ogsad rotkropp til

i

o

f over F(¥), men graden av den siste utvidelsen er T/d. P& samme
mdte er N' rotkropp til f' over F'(l') og induksjonsantagelsen

gir at ,%,X kan utvides fra F(x) til N og lemmaet er bevist.

Lemma 3. Hvis polynomet f 1 Lemma 2 er separabelt kan isomorfien

utvides til N pd ndyaktig m = [N:E| forskjellige miters,

Bevis: P samme mate som i Sats 43 vet vi at en utvidet isomorfi vil
overfdre en rot “. i den irreduktible faktoren p(x) av f(x) i en
rot »« ' 1 den tilsvarende irreduktible faktoren p'(x) av f¥'(x).
Om graden av p(x) som ovenfor er d vil utvidelsen av q? fra F
til F(x), kunne foregd pd d forskjellige mdter, idet vi kan
definere fp(x) = ' og dette gir ndyaktig d muligheter siden
p'(x) har d forskjellige rdtter ndr f'(x) er separabel over F.
Vi anvender igjen induksjon. Tilfellet m 1l er opplagt og hvis
< m wvil vi ha at de
N:F()] = ™/d  for-
skjellige mater til hele N. I det hele f8r vi da dng utvidelser
av 4 til hele N.

Av disse lemmaene fdlger na flere ting. For det forste entydig-

=y
E |
&l
i

Lemmaet gjelder for alle utvidelser med [ N:

d isomorfiene hver for seg kan utvides pd |

heten av rotkroppen N til et gitt polynom f over F:
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-

Sats 46. To rotkropper N og N' +til et polynom f over F er

ekvivalente over F.

Bevis: At N og N' er ekvivalente over F betyr pr. definisjon at
vi har en isomorfi @ mellom N og N' slik at a?(a) - a for alle
a¢g Fo Dette er nd en direkte fdlge av Lemma 2, idet vi ifdlge dette
lemmaet kan utvide den identiske avbildningen av F pa F til en
isomorfi mellom N og N' og denne isomorfien blir en ekvivalens over

Lo

Sats 47. Ordenen av Galois-gruppen G(N,F) til et separabelt polynom

er lik graden [N:F! av rotkroppen til f over F.

-

Bevis: Dette er et spesialtilfelle av Lemma 3 idet vi setter F = F!

09 N = N'. Her gir en mulig utvidelse av den identiske automorfismen

1 F til hele N nettopp en automorfisme i G(NyF) og omvendt gir

en automorfisme i G(N,F) en utvidelse av den identiske automorfismen

i F. Denne korrespondansen mellom utvidelser av den identiske auto-
morfismen i F og automorfismer i Galois-gruppen G(N,F) er tydeligvis

en-entydig og satsen folger av Lemma 3.

Sats 48. La N vere rotkroppen til et separabelt polynom over F og
anta at oleN er slik at ¢(x) = ™ for enhver @< G(N,F). Da er

A e F

o

Denne satsen sier at det er ikke andre elementer i N som er
invariante overfor alle automorfismer i Galois-gruppen til et separabelt
polynom enn de som er i F.

Bevis: La K vare den undermengden av N som bestir av alle de
elementer som overfdres i seg selv ved enhver automorfisme i G(NyF).

En konstaterer lett at K er en kropp som inneholder F. N blir ogsa
rotkropp til f over K og det er klart at G(N,F) ¥ G(N,K). Av

dette og Sats 47 fdlger at [N:F | = IN:K| og det betyr at K = F. (For
er K ¢ F blir [K:F] > 1 og likningen [MN:F] = [N:KI{K:F] blir
uforenlig med [N:E| = [N:K])

Vi skal ogsd benytte lemmaene ovenfor til & gi en karakterisering
av selve rotkroppene.

Definisjon. En endelig utvidelse N av F sies & va&re normal over F
hvis ethvert irreduktiblet polynom over F som har en rot i N kan
spaltes i et produkt av lnemrfaktorer i No

Sats_49. En endelig utvidelse av F er normal over F hvis og bare

hvis den er rotkroppen til et eller annet polynom over F.
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Bevis: Anta forst at N er normal over F og la « vere et element
i differensmengden N-F (hvis N = F er satsen i orden). Da vil &
tilfredsstille en irreduktibel likning pl(x) = 0 og siden N er
normal over F vil N inneholde alle r&ttene i .p(x) og dermed ogsa
hele rotkroppen M til polynomet pﬁx)o Hvis M # N wvil et element
/3:% N-M tilfredsstille en irreduktibel likning p2(x) = 0 over F
0g av samme grunn som for vil den stdrre rotkroppen til pl(x)°p2(x)
vere inneholdt i N. Siden graden av N over F er endelig kan vi
tydeligvis holde pa med disse utvidelsene til vi fdr frem N som rot-
kroppen til et polynom pl(x)°p2(x)owpk(x)o Anta omvendt at N er

rotkroppen til polynomet f(x) over F, men at N ikke er normal

over F. Da finnes det et irreduktibelt polynom p(x) over F som
har &n, men ikke alle rdtter i No (Med at pixj ikke har alle rotter
i N mener vi at p(x) 1ikke kan spaltes i line@rfaktorer i N. En
ser lett at dette er ekvivalent med at rotkroppen til p(x) over F
ikke er ekvivalent med noen overkropp av F som er inneholdt i N.)
Dette betyr at p(x)'s oppspaltning i irreduktible faktorer innen N
inneholder minst en linesrfaktor og minst et polynom q(x) av grad

22, La denne oppspaltningen vare p(x) = (x-a)... q(x) slik at

&= N og qlx) er irreduktibel over N og av grad 2 2, La «' vare
en rot i q(x) = 0. Egentlig danner vi her kroppen N' = N@') = :
Nﬂﬁy(q(x)) ved sympolsk adjunksjon. Men siden ~ ' o0gsd er rot i

p(x) = O innenfor N' fdr vi F@) T F(W') og da N er rotkroppen
til f over F og dermed ogsd over F() og N' er rotkroppen til

f over F(a'), far vi av Lemma 2 at isomorfien F{) = Flx') kan fort
settes til en isomorfi mellom N og NY'. Denne isomorfien er en

ekvivalens over F og vi mad derfor ha [N:E} = [N°:Ejo Men dette
strider mot at N' er en virkelig utvidelse av N og vi har oppnadd
den onskede motsigelse.

Av forste del av beviset folger

Korollar. Enhver endelig normal og separabel utvidelse av F er rot-
kroppen til et passende valgt separabelt polynom over F.

23. Symmetriske polynomer. Fdr vi g8r over til & bevise hovedsatsen i

den Galoiske teorien, skal vi fdrst gjdre en anvendelse av Galois-
gruppene pa symmetriske polynomer. Et polynom g(xl°°°xn> sies a veare
symmetrisk om det gar over i seg selv ved en vilkarlig premutasjon av
x'eneo

Sats 50, La N = F(qlouoqn) vere rotkroppen til et separabelt polynom
f(x) av n'te grad, over F og la g(XlocoXn) vere et symmetrisk
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polynom over F. Da vil elementet o = g(ql..,%n) ligge 1 grunn-
kroppen F.

Bevis: Fra Sats 44 vet vi at en automorfisme ¢P 1 Galois-gruppen

Ay —> vy av rottene i f(x).

Symmetrien av g(xloooxn) medfdrer derfor at & = g@ﬁloaoﬂh) gar over

5 g(y(xl),oaos%(xn)) - g@uloooxh) = o« ved enhver yye_G(N,F)o Ifolge

Sats 48 betyr det at X &« Fo.
En direkte folge av denne satsen er en litt svekket utgave av

G(NyF) for8rsaker en permutasjon

hovedsatsen om symmetriske polynomer som sier at ethvert symmetrisk
polynom (over F) kan skrives som en hel rasjonal funksjon (= polynom)

i de sdkalte elementz®re symmetriske polynomer definert ved

<

__),f—‘" = # o2 ° n+ ~d - 2 +o o+ o0 0 ‘/( = XX o e X
[l = RpTESTeee TR,y NMp 5 KB XgTR i KeFes TR %0 “n e s

Av satsen ovenfor far en i fdrste omgang bare at et symmetrisk
polynom kan skrives som en rasjonal funksjon av & 'ene og ikke som en

hel rasjonal funksjon.

Sats Sl. Ethvert polynom over F som er symmetrisk i de n ubestemte

X{ooeX kan skrives som en rasjonal funksjon av de n tilsvarende

element®re symmetriske funksjoner fino.th

Bevis: Vi betrakter de to transendente utvidelsene K = F(ﬁi,oecﬁh) 0g
N = F(xloouxn) av. F. Vi har F £ K& N og en ser at N er algebrais

over K siden generatorene X{oeeX, til N er rotter i likningen

n .~ n=1, . n=2 Tz
filx) = (X—Xl)(X—XQ)ooo(X—Xn) = X =G xTHOyx —oeat (-1) G, = 0

og f(x)= Kixl. N er altsd rotkroppen til det separable polynomet f |
over K. La sa g(uloooun) vere et vilkdrlig symmetrisk polynom i n |
variable over F. Polynomet g kan selvfdlgelig 0gsd betraktes som et
symmetrisk polynom over den stdrre kroppen K og om vi i g(uloooun)
innsetter rodttene X)pooeX, i det separable polynomet f(x) over K
far vi etter Sats 50 et element g(XloooXn) som tilhdrer K = F(Giooosh)

09 g er derfor en rasjonal funksjon av & 'ene som pastatte

24. Hovedsatsen i den Galoiske teorien. Vi beviser fdrst folgende sats

for generelle kropper:

Sats 52. La N ve&re en kropp, H en endelig gruppe av automorfismer
i N og K den underkropp av N som bestir av alle elementer i N
som_er invariante overfor enhver automorfisme i H. Da vil graden

IN:K! av utvidelsen N _over K vere endelig og mindre eller 1lik

ordenen av H.
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Bevis: Hvis ordenen av. H er n ma vi vise at enhver mengde av n+l
forskjellige elementer ClaCpseeeC iy i N er line®rt avhengige over
Ke Utfra de n automorfismene 945 H far vi et likningssystem av n
homogene lineare likninger

(1) ‘F(Cl)yﬁ Pleg)ygteset PlegriWpey = O

J

Vi vet fra teorien for linemre likninger at et slikt system av n
homogene likninger i n+l wukjente alltid har en losning forskjellig
fra den trivielle 18dsningen Y] = Yy = Y4 < O. Vi kan derfor tenke
o0ss at vi velger tallet m € n+tl som det minste hele tall slik at

likningssystemet

(2) fJ(Cl)Yl+°oo+ %Xc = 0 ; ¥ < H

0gsad har en slik 18sning forskjellig fra null-1dsningen. Denne 1l0s-
ningen bestar av elementer YieeeY, S N og er entydig pd en multi-
plikativ konstant faktor ner. For hvis det var to ikke-proporsjonale
losninger ville en passende linesrkombinasjon av dem gl en losning

# null-losningen av et tilsvarende system med m-1 likninger imot
minimalegenskapen til m. Vi antar na Yy = € = enhetselementet i N
og fastlegger dermed l6sningen helt entydig. Vi anvender nd en vil-
karlig automorfisme 4 & H pad likningssystemet (2) og far da om vi

setter !9 = ' likningssystemet:

/

/¥;°Cl((}/yz)+°°°+ ‘fgcm(gf//,ym) =

Men dette likningssystemet i de variable wy; er ndyaktig det samme
som (2) idet O f/¢ gjennomloper alle automorfismer i H &n og
kun én gang nar 'f gjor det samme. Derfor er y/yl,aoo %ym 0gsa en
18sning av (2) og ifdlge entydigheten md vi ha y/y = ky:.L for alle i
med k&< No Men siden vi har fastlagt Y] =€ 09 (s er en automor -
fisme ma Wy, = e samtidig som wy, = ke = ky devese k = es Av
dette folger %‘yi 2 Yi for alle i og enhver W <= He. Det betyr

ifélge definisjonen pd K at y; & K og likningen (2) med P =

identitetsautomorfismen viser den linesre avhengigheten,

Sats 53. (Hovedsatsen i den Galoiske teori). La N v@re rotkroppen til
det separable polynomet f(x)¢ Fix] og G = G(N,F) den tilhdrende
Galoiske gruppe. Det er da en-entydig korrespondanse mellom under-

gruppene til G og de underkroppene K til N som inneholder

F(F € KT N)os Hvis K er gitt bestar den tilsvarende undergruppe
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H = H(K) av alle de automorfismer i G som lar ethvert element i K
invariant. Omvendt hvis H er gitt, bestar den tilsvarende kroppen
K = K(H) av alle de elementer i N som er invariante under enhver
automorfisme i H. For hver K er gruppen H(K) den Galoiske gruppen 
til N over K .og dens orden er lik graden [N:Ki av N over K.

Bevis: Det gjelder & vise at den avbildningen K-3>H(K) som er be-
skrevet eksplisitt i satsen er en en-entydig avbildning av mengden av
kropper K som tilfredsstiller F < K & N pa mengden sv alle under-
grupper til G = G(N,F). For det forste er det etter definisjonen av
H(K) klart at H(K) er en undergruppe av G. Kroppen N er en
rotkropp til f over K. Etter slik H(K) er definert er det derfor
klart at den er den Galoiske gruppen til N over K. Sats 47 sier da
at ordenen av H(K) er lik graden til N over K. Dette er beviset
for den siste setningen i satsen. Vi viser s& en-entydigheter av
K—H(K). Anta at K, # K,
x‘Q; Kye Sats 48 sier da at det finnes en automorfisme ¢ e HK,)
slik at ¢ () £ .+ Det betyr at gzth H(K,) (siden <& Ky) og vi
har H(Kl) # H(K2)o Det gjenstdr na bare & vise at avbildningen

slik at vi har et element « & Kl’ men

K —»H(K) er en avbildning pa mengden av undergrupper i G, med andre
ord at enhver undergruppe H av G er av formen H(K) for passende
valgt K. Om H er en vilkdrlig undergruppe av G skal vi vise at

vi nettopp kan bruke den K(H) som er definert i satsen eller at vi
med andre ord har H = H(K(H)). Dette viser da samtidig at H-—> K H)
er den inverse avbildningen til K->H(K). For & vise at H = H(K(H))
bemerker vi forst at K(H) er en kropp slik at F < K(H) € N og at vi
etter Sats 52 har [N:K(H)| £ h hvor h er ordenen til H. Ved &
sammenlikne definisjonene pa H(K) og K(H) er det klart at

H< H(K(H)). N& vet vi ifdlge Sats 47 at [N:K(H)] er 1lik ordenen

av H(K(H)). Dette sammen med ulikheten [N:K(H)| € h ovenfor, viser

at ordenen av H(K(H)) er mindre eller lik ordenen av H og dette med-
forer H = H(K(H)).

Kommentar. Det er denne en-entydige korrespondansen mellom "mellom-
kroppene" og undergruppene av den Galoiske grupen. som er essensen 1 den
Galoiske teorien. Ved denne korrespondansen blir en rekke sporsmal om
kropper og om de likninger f(x) = O ‘som definerer rotkroppene til-
bakefdrt til spSrsmdl om undergrupper av den Galoiske gruppens

Suksessen ved den Galoiske teorien beror nettopp pa at disse siste
sporsmalene vanligvis er langt lettere 3 besvare enn de tilsvarende

direkte spdrsmdlene om kroppene. Som et eksempel pd en egenskap for
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mellomkroppene som "reflekteres" i en tilsvarende egenskap hos de
korresponderende gruppene, kan nevnes at K er en normal utvidelse av
F hvis og bare hvis den tilsvarende undergruppen H(K) er en normal
(invariant) undergruppe av den Galoiske gruppen G(N,F). (Se Bats 69.)
Vanligvis overfdrer en terminologien fra gruppeteorien pa kroppsut-
videlser idet en f.eks. snakker om henholdsvis abelske og sykliske ut-
videlser hvis den tilsvarende Galois-gruppe er abelsk eller syklisko.
Vi skal nd g8 over til anvendelser av den foregdende generelle
teori. Forst skal vi bruke det vi har utledet om rotkropper til a
bestemme de viktigste egenskapene ved endelige kropper. Senere skal vi
bruke den egentlige Galois-teorien (Sats 53) til & vise "uldsbarheten"

av Ste-grads-likningen.

25. Endelige kropper. Siden en kropp med karakteristikk O inneholder

en primkropp isomorf med kroppen av de rasjonale tall og derfor er
uendelig md en endelig kropp F ha karakteristikk p og F kan be-
traktes som en endelig utvidelse av sin primkropp Ppo (Det kan jo
ikke finnes flere linemrt uavhengige elementer over Pp enn antallet

av elementer i hele F og det er endelig). La oss anta at F har

basisen d\lgooﬁxn over Pp, devese. ethvert element 1 F kan skrives

entydig pd formen = ajoli; a; € Pp° Siden koeffisienten foran o¢
i=1 ‘
kan velges pd pd mdter finnes det i alt p" elementer i F. Vi har

dermed bevist

Sats 54. Antallet av elementer i en endelig kropp er alltid en potens

av_kroppens karakteristikk, altsd en primtallpotens.

Vi skal sa undersdke om det kan finnes flere forskjellige endelig e

kropper med samme antall elementer. Folgende sats viser at dette ikke
er tilfelles

Sats 55. To endelige kropper med like mange elementer er isomorfe.

Bevis: I en endelig kropp med q = pn elementer vil elementene % O
danne en multiplikativ gruppe av orden g-l. Ordenen til ethvert
element i denne gruppen md vere en divisor i g-1 og alle elementene
% O i F wvil tilfredsstille likningen xq-l = e, Alle elementene
aloooaq i F inkludert O wvil tilfredsstille likningen x9-x = 0,
Etter Sats 24,Korollar 2 vil derfor produktet (x-al)ooo(x-aq) vare
en divisor av x9-x. Men siden (x-al)ooo(x—aq) 0ogsa er av grad q
og har hoyeste koeffisient 1 ma vi ha

59

=3 (x-al)ooa(x-aq)

[
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Dette viser at F er rotkroppen til x9-x(z ex9-ex) over Pp°
Enhver annen endelig kropp F' med g elementer vil pd samme mate
vere rotkroppen til polynomet e'x%9-e'x hvor e' er enhetselementet
i F%. Vi har na en isomorfi mellom primkroppen P i F og prim-
kroppen P' i F' (som bl.a. overférer e i e'). Etter Lemma 2
i 22.kan denne isomorfien utvides til en isomorfi mellom F og F' og
satsen er dermed beviste.

De to satsene ovenfor innskrenker muligheten for dannelsen av
endelige kropper. Antallet av elementer i en endelig kropp ma vere en
primtallpotens pn og det finnes hoyst &n kropp med pn elementer.

At vi ikke kan foreta noen videre innskrenkning viser folgende

Sats 56. Til ethvert primtall p og ethvert positivt helt tall n

eksisterer det en endelig kropp med g = pn elementer - nemlig rot-

kroppen til det separable polynomet x9-x  over Ppe

Bevis: Polynomet x9-x og dets formelle deriverte qxq_l-l = -1 har
1 som stdrste felles divisor. Etter Sats 45 er derfor xJ-x separabel
over Pp og har q forskjellige rotter i den tilsvarende rotkropp N
Sum og differens av to rotter er igjen en rot. For etter Sats 30 har
vi (a+b)P = aP+bP i en kropp med karakteristikk p og af = 5 0g
bP" = b medférer derfor (aib)pn = apn*_-_bpn = atb. Produktet ab wvil
ogsd vaere rot i x9-x = 0 n3r a og b er det siden (ab)P" -
apn°bpn = ab. Likedan for kvotienten. De g rottene 1 likningen
x9-x = 0 danner derfor en underkropp til rotkroppen N o0g siden denne
underkroppen inneholder alle rottene til polynomet x9-x md den vare
identisk med rotkroppen N. Eksistensen av rotkroppen N (Sats 42)
gir derfor ogsa eksistensen av en kropp med g = pn elementers

Vi skal sd bestemme strukturen av den multiplikative gruppen i en
endelig kropp.

Sats 57. Hvis F er en endelig kropp vil den multiplikative gruppen

Ei_;WF-{OE vere en syklisk gruppes

Bevis: Vi har sett at ethvert element i F* tilfredsstiller likningen

-1
x97" = e hvor q er antall elementer i F. For & vise at F¥ er
syklisk md vi finne en sdkalt primitiv (g-1)'te enhetsrot i F¥,
doeves. et element a slik at vi ikke har a" $ e for n<g-l. Vi

skal nd konstruere et slikt element. La q-1 = plnl ooopknk v@re prim-
talloppspaltingen av g-l. For enhver Py (1 € i< k) har vi

1 . .o 8 s N o .o - -
Py 1)q-l slik at rottene i xPI ' . ¢ 0ogsd er rdtter i x4 ol e 09

siden denne siste likningen har alle sine g-1 forskjellige rdtter i
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I,
o By & Ny . ; 5 X . :
F ma lx = e ha Py forskjellige rotter i F. Likedan vil
pinl- ng -1 n; -1
X = e ha Py forskjellige rotter 1 Fo. Sidgn P; <
p; 1
ma det derfor finnes et element a; & F slik at a4 . = e, men
Al
il !
ay = 3 e. 1 en gruppe vil ethvert n slik at a" = e veare et
multiplum av den entydig bestemte minimale m > O slik at am = e

0 -
Dette tallet m kalles ordenen til a. Derfor vil Py 1 vere

ordenen til elementet a;. Vi padstdr na at ordenen til elementet

a =z a;*ap°..0a, er g-l1 slik at a virkelig er en (g-1)'te enhets-

g-1
rot. Siden a9 - ¢ er det nok & vise at a Pi £ e for 1 £ i ¢ ke
al gl gl a-L
Vi har a Pi - a Hous @ Flgas ay Pk, Her er den 1i'te faktoren 4 e

g-1
og alle de andre lik e slik at a Pi 4 e
Sats 58. I enhver endelig kropp F med pn elementer vil avbildningene
*%i:a ~ apt

utgjor den Galoiske gruppen til F over primkroppen P. Denne Galoiske

for 1l =<1 £€n gi n forskjellige automorfismer som

gruppen G(F,P) er syklisk med automorfismen P ra —> a®  som
generator. _

i
Bevis: At avildningene ?i:a — aP gir homomorfismer av F_ inn i

: i
T folger direkte av likningene (a+b)Pt - aPtpp 0g (ab)pl -

3 3 i i i i
PP, om aP =bP wvil aP -bP - (a-b)P 2 0 og a = b. Dette vise

at <fi er en-entydig og siden F er endelig er 'fi en avbildning av

a

j =

F pd F slik at §; virkelig er en automorfisme i F. To for-
skjellige i med 1 € i € n definerer forskjellige automorfismer. For

om elementet a _er generatoren til den sykliske gruppen F* (Sats 57)

i

vil @.(a) = aP" og @ (a
o %l . : y % 1) pJ - ; pl-pJ

nar 1 £ j< i€ n. Av aP” = a folger nemlig a - e som er

ap? vaere forskjellige elementer 1 F

umulig siden ordenen av a er qg-l. Siden F er rotkroppen til det
separable polynomet x9-x € P(x] vil etter Sats 47 ordenen av G(F,P)
vere lik [F:Pjo Men da F  har pn elementer ma [F:P} - n (se be-
viset for Sats 54) og vi kan ikke ha andre automorfismer i F enn de
n vi allerede har angitt eksplisitt. Og av den eksplisitte formen ser
vi at de alle er potenser av ¢ :a — aP  slik at G(F,P) er den
sykliske gruppen av orden n.

Tallteoretiske anvendelser. Om vi bruker de ntledede satser om

endelige kropper pa restklassekroppen modulo p (3:Pp) far vi frem
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endel enkle satser fra tallteorien (ved & oversette likheter 1 Pp tilee
kongruenser i Z)o

1. En kongruens aoxn+“o+an = O (mod p) har hdyst n 1dsninger
i x. Dette er fordvrig ikke noe som er spesielt knyttet til endelige
kropper. Det folger av at en likning av n'te grad ikke kan ha mer enn

n losninger 1 noen kropp.

2. Fermats sats: aP™t z 1 (mod p) nar p4{ a.

Fermats sats kan sees som en konsekvens av flere av de generelle
satsene om endelige kropper som vi har utledet. Vi har f.eks. sett at
alle elementer i P_ er rotter i likningen xP-x = 0. Vi har altsd
aP =z a (mod p) som gir P~ = 1 (mod p) nér pja. Satsen kan ogsa
sees som en direkte folge av Sats 57. Det Sats 57 forovrig gir er
folgende:

3. Hvis p er et gitt primtall kan vi finne et naturlig tall a
slik at ethvert helt tall som ikke er delelig med p er kongruent
med en passende potens av a modulo p.

4, Vi har sett at elementene i den endelige kroppen med q = pn
elementer nettopp er mengden av rotter i1 likningen x9-x = 0. Rottene
i xq_l-e = 0 utgjor derfor nettopp mengden av elementer i 0 og nar

disse betegnes som alnueaq_l har vi derfor oppspaltingen
g-1
-2 = ?"‘)- (X’ai)o

i=k

qul

I tilfellet n = 1 hvor v identifiserer kroppen med restklassekroppen

modulo p far vi Wilsons sats ndr vi setter x = O

(p-1)¢ = 1 (mod p).

26. Enhetsrdtter og sirkeldelingskropper. Vi sd at en endelig kropp F

med q = pn elementer alltid kan betraktes som rotkroppen til rest-
klassekroppen modulo p (.,: kroppen Z/(p)) med hensyn pd polynomet
xq‘l—e° Dette er et spesialtilfelle av en type kropper som spiller en
viktig rolle i den Galoiske teorien og forovrig spesielt for problemet
4 konstruere med passer og linjal en reguler n-kant (>: dele en sirkel
i n like store deler). De kroppene vi sikter til er de sdkalte
sirkeldelingskropper som vi na skal definere.

La F wv@re en kropp og la det naturlige tallet n vare slik at
karakteristikken til F ikke gar opp i n. Hvis F har karakteristikk
null kan n~ vere vilkarlig. Rotkroppen N til polynomet x"-e kaller



- 59 -
vi en sirkeldelingskropp over F og rottene i x"-e kaller
vi n'te enhetsrdtter over F. Den formelle deriverte av f(x) = x"-e
er Af(x) = nxn—l som etter betingelsen om at n ikke er delelig med
karakteristikken til F - ikke kan ha noen ikke-triviell felles faktor

med f(x). FEtter Sats 45 er derfor f(x) = x'-e separabel over F 0g

har n forskjellige rotter i N.

Sats 59, Mengen av n'te enhetsrdtter - for en fast n som ikke er

delelig med karakteristikken - danner en multiplikativ syklisk gruppe

En av_ordenen ne.

Bevis: At de n'te enhetsrdttene danner en gruppe under multiplikasjon
er klart. At den er syklisk bevises ord for ord pad samme mate som
Sats 57,

Denne satsen beviser eksistensen av en sakalt primitiv n'te
enhetsrot; dov.s. et element £« N slik at &n = €4 men gk $ @

ndr 1 € k < n. Mengden av de n forskjellige n'te enhetsrotter er
da ey &, g2,ooo dn—lo Forat ék skal vere en primitiv n'te enhets-
rot er det tydeligvis nddvendig og tilstrekkelig at (k,n) = 1 : at

k 09 n er innbyrdes primiske. Om if betegner Eulers Yi—funksjon
finnes det derfor f%%n) forskjellige primitive n'te enhetsrotter og
disse danner sammen med e en undergruppe Gn av En som er isomorf
med den undergruppen av den multiplikative semi-gruppen Z/(n) som
bestdr av de restklasser som inneholder representanter relativt
primiske med no

Sats 60. La F ha en karakteristikk som ikke gdr opp i n. Da vil

rotkroppen N til polynomet x'-e  ha en apelsk Galois-gruppe G(N,F)

og denne er syklisk hvis n er et primtall.

Bevis: Om & er en primitiv n'te enhetsrot har vi N = F(§) og om

(¢ og Y er to forskjellige automorfigmer i G(N,F) ma l%%é) £ (L)
Men siden & er primitiv vil @ (f) =77 med 1< n. < n og vi fir
at ¢ — n, blir en en-entydig korrespondanse mellom G(N,F) og

(
f
en viss undermengde av den multiplikative semigruppen 2/(n). Denne

korrespondansen er en isomorfi for <f ¢ (<) = (f( g = y(&))”w =

n. on =
i A Ciny,nf

< = ¢ =y q(£)) og vi fir dermed identifisert G(N,F) med en
undergruppe av den abelske semigruppen Z/(n)o Om n er et primtall

p vil de p-1 elementer i Z/(p)-{O} danne en syklisk gruppe og
G(N,F) kan identifiseres med en undergruppe av denne og blir da ogsa

selv syklisk etter Sats 9.

27. Konstruksjoav regule@re n-kanter. Sirkeldelingskroppene har fatt
sitt navn fra problemet om & konstruere en reguler n-kant - eller med
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andre ord & dele en gitt sirkel i n like store deler ved hjelp av
passer og linjal. Vi skal nd kort antyde hvorledes teorien for disse
kroppene kan brukes til a ldse dette problemet; det vil si bestemme
de n hvor konstruksjonen er mulig.

Vi lar na grunnkroppen F vere kroppen Q av de rasjonale talls
Vi har sett at det finnes k =<%(n) primitive n'te enhetsrdtter og

nar disse er 71 :2,000 7y setter vi

Qg (x) = (x= 7)) (x= Z5)eee (x-

Dette polynomet kalles for sirkeldelingspolynomet (m.h.p. n) og en

|

NN

)

n

kan bevise at det er et polynom med hele rasjonale koeffisienter som
er irreduktibelt over Q. (Beviset for dette er ikke s@rlig vanskelig
0g vi ndyer oss med & henvise til beviset i [5] s. 126 0g s. 171 )
Sirkeldelingskroppen Q(z) (£= 7;) svarende til polynomet x"-e er
derfor av grad aﬁ(n) over Q.

La oss nd betrakte problemet & dele en sirkel i n 1like store
deler ved hjelp av passer og linjal. En ser umiddelbart av en figur at
dette forer tl konstruksjon av storrelsen

277

2 cos =& = £+ g

hvor altsd ¢ er den primitive n'te enhetsroten & = cos =L

n
20 ; :
i sin " Om vi bruker de samme betegnelsene som i hovedsatsen for

den Galoiske teorien far vi at H(Q(§+Efl)) bare bestdr av de to auto-
morfismene som er bestemt ved £ ¢ o0g £ -J?i—lo Enhver automorfis-
me i G(Q(¢),Q) forer jo den primitive n'te enhetsroten & over i en
potens & og dermed gfl over i E_k slik at £ + ¢ =k gar over i
Ek+ E_k 0g denne storrelsen kan tydeligvis ikke vere 1lik & + ¢ " uten
at k =1 eller k =
Sats 53 er derfor Q(&) en utvidelse av annen grad over Qg+¢
siden [Q(E):Q(E+Efl) o Lok QJ b ) (f(n) folger det at
Q(§+g:l) er en (reell) utv1delse av grad —i—— over Q. Siden

konstruksjoner med passer og linjal bare forer til storrelser som ved

n-1. (Dette sees lettest av en figur.) Etter
-1
) o9

adjunksjon til Q gir utvidelser med en grad som er en potens av 2 er
det nodvendig og tilstrekkelig for konstruerbarheten av det reelle
tallet ¢ +%_l at Jﬁ%ﬂ> og dermed ogsd « (n) er en potens av 2.

J
Vi kan fa en mer eksplisitt betingelse om vi bruker formelen
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hvor n = 2mplml°.oprmr er primtall-dekémposisjonen for tallet n.
Her er PpseeesP. ulike primtall. Anvender vi den utledede betingelse
pd (L) f8r vi at n ikke md vare delelig med kvadratet av noe ulike
primtall og at enhver ulike primfaktor p; 1 n ma ha formen

p; = 2k+lo Vi kan her til og med spesifisere k'en n®rmere. Anta at

k = set hvor s er et ulike tall » l. Da vil okl o (2t)5+l vare
delelig med 2%1 idet vi har identiteten 2Ry L (xl)e
(x2n—x2n-l+ooo+x2—x+l)° Siden p, er et primtall md derfor k vamre

en potens av 2 og vi har derfor i det vesentlige bevist folgende

Sats 6l. Den ndodvendige og tilstrekkelige betingelse for at en sirkel

kan deles i n 1like store deler ved hjelp av passer og linjal er at

#(n) er en potens av 2. Dette er igjen_ekvivalent med at n ikke er

delelig med kvadratet av et ulike primtall, samtidig som enhver ulike

i
primfaktor 1 n er av formen p = 22 +1

Av dette far vi blant annet muligheten av & konstruere 3-, 4-, 5-,
6-, 8- 0og lO-kanter. Videre viser satsen at 7-, 9-, 1l- og 1l3-kanter
er umulig & konstruere med passer og linjal. Skal det vare mulig a
konstruere en regular p-kanth/or p er primtall ma p vere av formen
pits 2
kant. (En fullstendig algebraisk behandling av dette tilfellet finnes
i [5] s. 176). Fermat trodde i sin tid at alle tallene av formen
22m+l form = 0,142,35000 var primtall. Dette5er da ogsa tilfellet for

m = 0,1,2,3 0g 4. Men Euler fant i 1732 at 22 +1 = 641°6700417,(H -ta )

m o
+1l. Dette gir fesks. muligheten for a konstruere en reguler 17-

28, Endelige separable utvidelser er enkle. Det er en viktig sats om

algebraiske utvidelser som i grunnen hodrer hjemme pd et tidligere
stadium 1 teorien for kropputvidelser - men som vi hittil ikke har tatt
med. Det er satsen om at enhver endelig separabel utvidelse av en kropp
F er enkel, deves. av formen F{X). Spesielt vil enhver rotkropp N
til et separabelt polynom, slik vi har det i den Galoiske teorien vare
av formen N = F(«). Kjennskapet til denne satsen medforer imidlertid
ikke noen vesentlig forenkling i beviset for selve hovedsatsen 1i

Galois-teorien og vi har derfor valgt & gi en oppbygging av teorien

som er uavhengig av denne satsen. Men satsen gir oket forstaelse og

i

ogsa diverse forenklinger ved et mer inngdende studium av korrespondansen
K — H(K). Vi skal derfor nd bevise denne satsen og anvende den til &
bevise at K er en normal utvidelse av F hvis og bare hvis H(K) er

en normal (= invariant) undergruppe av den Galoiske gruppen G(N,F).

Sats 62. La F(%;,ec0a ) wv@re en endelig algebraisk utvidelse av F
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hvor g{2gﬂ3,eoo&n er separable elementer over F., Da er Féxl,d2,oe.

r~

qr) en_enkel utvidelse av F, dov.s. det finnes et © < Fﬁil,.owxn)
slik at F(®) = F(:l,ooov%)o

Bemerkning. At « er separabel over F betyr at o er rot i et
irreduktibelt separabelt polynom over F. Merk at vi i satsen ikke
» Det er nok at n-1 av dem

E
'y

krever at alle *ﬁi er separable over

er det.

Bevis: Det er tilstrekkelig & bevise satsen for tilfellet n = 2. For
om den er riktig for n = 2 og for n = k-1 ® 2 har vi

F(,\/.l,.,m-*:k_l) = F(h) og E(.-Afl,o”:-rk_l,:x'k) = F(v% ;ak) = F(®) slik at
den ogsd gjelder for n - k. Om den gjelder for n = 2 gjelder den
dermed for alle n =2, Vi skal derfor vise at F(¥,2) = F(8) for

j

passende valgt © & F(x,%) nar /3 er separabel over F. La de

irreduktible polynomer over F som X og / tilfredsstiller veare
f(x) og g(x). Vi betrakter s& en overkropp K av F( f.eks. rot-
kroppen til f(x)eg(x)) hvor f og g kan spaltes i linemrfaktorer
og hvor derfor f og g har alle sine nullpunkter - henholdsvis
Apgeoesi, 09 #igcno,/%o Vi antar at numereringen er slik at X =
0g /f3= /jo Vi kan anta at F inneholder uendelig mange elementer.
For er F endelig vil F(d,3) vere endelig og vi har F(,/) = F(8)
hvis © er en generator for den multiplikative sykliske gruppen
Flypp) = fOi (Sats 57}« Siden /3 er et separabelt element >: g(x) er
et separabelt polynom vil ffk t/Gl om k $ 1 og likningen

{i+xﬁk = “l+xfl har for ethvert i og ethvert k # 1 hoyst en
16sning innenfor F. Da de forskjellige valg av i og k bare gir
et endelig antall likninger og F kan forutsettes uendlig ma det
finnes et element ce« F slik at « iTClr % ’f(.lJrc,l for enhver i og
enhver k ¢ l. Vi setter € - d1+c,l :</+qﬁ 0g pdstar at © har den
onskede egenskap at F(N,ﬁ) - F(8). At vi har F(0) < F(, ) er uten
videre klart. Elementet /2 tilfredsstiller likningene g(x) = 0 og
f(6-cx) = 0. Disse to pblynomene g(x) og f(6-cx) har koeffisienter
i F(O) og har ikke andre felles rdtter enn /3 siden ©-¢s 3 o, for
k # 1. 'Siden g(x) er separabel er videre /4 en enkel rot i g(x),
deveso vi har (x-f *g for t 2 2. Dette betyr at X-/43 er en
stdrste felles divisor for f(6-cx) og g(x) over f(0) oé da en slik
storste felles divisor ogsd md ha sine koeffisienter fra F(e) vil

/5 =F(e)
F (X, 2)

°

Av A = 8-c/5 fdlger ogsd A& F(9) som beviser at
(6) og dermed F(%Lﬁ) = F(o).

vy}




Definisjon. La K vmre en algebraisk utvidelse av F og la G(K,F)

w B =

29, Galoiske utvidelser og mer om separable og normale utvidelser. En

av de tingene vi vil n8 frem til i dette avsnittet er 3 vise at alle

de mellomkroppene K som opptrer i den Galoiske teorien er enkle ut-

videlser K = F(®) av grunnkroppen F. Vi skal se at det fdrer til
en vesentlig forenkling ved studiet av disse mellomkroppene. NMen for a
kunne anvende Sats 62 md vi forst vise at disse K'ene er separable

utvidelser i den forstand som ble definert pa s. 47. Foreldpig vet vi

jo bare at det polynomet f(x) som definerer rotkroppen N over F

skal vere separabelt, d.ves. at rdttene xj;%yg000d 1 f(x) = 0 er
separable elementer over F og ikke at ethvert element /= F(ﬂi,oao%qx

er rot 1 et irreduktibelt separabelt polynom over F slik som det

kreves i definisjonen pa en separabel utvidelse. Vi skal imidlertid
vise at dette er tilfelle (Sats 64). Og vi skal gjore det ved hjelp
av en sats som samtidig viser at vi har en omvending av den viktige

Sats 48. For a formulere denne satsen innfdrer vi fdlgende

betegne gruppen av alle automorfismer i K som lar ethvert element i

g oty

F invariant. Vi sier da at K er en Galoisk utvidelse av F hvis

- |

det ikke er andre elementer i K enn de som er 1 F som er invariante !

under enhver automorfisme i G(K,F).

Sats 63. Forat en endelig algebraisk utvidelse K av F skal veare

Galoisk er det nodvendig og tilstrekkelig at K er en normal og

separabel utvidelse av F.

Bevis: Hvis K er en endelig, normal og separabel.utvidelse av F vet
vi etter korollaret til Sats 49 at K er rotkroppen til et passende
valgt separabelt polynom over F. Vi kan derfor anvende Sats 48 som
nettopp sier at K er en Galoisk utvidelse av F. Anta omvendt at det
ikke er andre elementer i K som er invariante mohep. G(K,F) enn

de som er 1 F. Vi skal vise at K er en separabel og normal ut-
videlse av F eller med andre ord at det irreduktible p(x) (med =i

hoyeste koeffisient lik e) som K tilfredsstiller kan spaltes

i

i line®rfaktorer innenfor K o0g at alle disse line@rfaktorene er

forskjellige. La r{l,.x2,oo.xh vere mengden av de forskjellige kon-

jugerte til ® som befinner seg i K (o selv er altsd en av disse).

Det vi& med andre ord si at vi har en oppspalting p(x) =
(x- ) l(x-°<2) 2uoo(x-0%) ".q(x) innenfor K[XJ] og det slik at q(x)
ikke kan skrives som et produkt innenfor K[X] slik at en faktor er

line®r. Fra Sats 44 vet vi at automorfismene i G(K,F) permuterer
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L Vtene slik at n

n
T (x-%3) = TT (x- 9(45)) ndr 7 & G(K,F)
i=1 i=1l
Koeffisientene i polynomet g(x) = ?7l(x—ﬁi)<§ Kix1 er derfor
invariante overfor enhver % & G(K,F) og md tilhdre F etter forut-

setningen om at K er en Galoisk utvidelse av F. Siden glx) = O
(= X; for en eller annen i) md g(x) vare et multiplum av p(x).
(Se beviset for Sats 3l.) Men da graden av g(x) er mindre eller lik
graden av p(x) og begge polynomer har hdyeste koeffisient lik e ma
vi ha g(x) = p(x). Dette viser at p(x) kan skrives som et produkt
av linearfaktorer innenfor K/x] 09 at disse line®rfaktorene alle

er forskjellige,

Sats 64. Rotkroppen til et separabelt polynom over F er en separabel

utvidelse av F. ;

Bevis: Rotkroppen til et separabelt polynom over F er etter Sats 48
en Galoisk utvidelse av F og md derfor etter Sats 63 vare en

separabel utvidelse av F.

Sats 65. Alle mellomkroppene K som opptrer i den Galoiske teorien er

enkle separable utvidelser av formen K = F(x%).

Bevis: At mellomkroppene K er separable fdlger av Sats 64 0g at de
dermed er enkle utvidelser av grunnkroppen F fdlger av Sats 62.

Det er klart at Sats 65 forenkler studiet av mellomkroppene K
i en vesentlig grad. Ved denne satsen far ethvert element i K = F(x)

den oversiktlige basisfremstillingen / jﬁ' alm? hvor n er graden
i=0
av den irreduktible likning over F som « tilfredsstiller. Som
eksempel pa forenkling kan nevnes beviset for Lemma 3,s5.49 og Sats 47
som sier at ordenen av Galoisgruppen G(N,F) til et separabelt polynom
er lik graden fN:PW av. N. over F. Vi far her umiddelbart av
K = F[x) at ordenen av gruppen av automorfismer G(KyF) av en endelig
separabel utvidelse er 1lik ;_K:EJO For om graden av ~ over F er
n betyr det at [K:Fj = n og det finnes ogsd ndyaktig n forskjellige
automorfismer av K over F, nemlig de som er av formen
n-1
i J. e [ty i \'Y
\A)Lr v“ f‘ & S A ] -
i=0

]
-

o!
=

120

hvor 4 'er en konjugert til « (5: rot i samme irreduktible likning som
o tilfredsstiller over F).
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Vi skal nd bruke Sats 65 til a vise at begreper som "normale ut-
videlser" og "konjugerte utvidelser" kan karakteriseres ved til-
svarende rent gruppeteoretiske egenskaper. Vi definerer under samme
forutsetninger som i hovedsatsen 1 den Galoiske teorien to mellom-

kropper K, = F(fl) 0g K, = F(ﬁ2) som konjugerte dersom o 09 %,
er konjugerte over F, deves. tilfredsstiller en og samme irreduktible

likning over F. Vi har da forst:

Sats 66, Mellomkroppen K er normal over F hvis og bare hvis den er

identisk med alle sine konjugerte kroppers

Bevis: La K = F(X) vare normal over F. Etter definisjonen pa
normalitet ma enhver CXi som er konjugert til o hore til F®) og
derfor F(di) < F(x). Men siden F(ﬂi) og F(A) er ekvivalente over
F er ogsd F(®;) normal og vi fdr pd samme mite F(X) € F(% ), devess
FlX) = FCYi), Omvendt hvis K = F(®) er identisk med enhver F(Wi)

hvor &, er konjugert til <l vil vi ha K = Fﬁxi,°ooan) hvor

{”xl,o.axng er mengden av konjugerte til o/ , O: mengden av null-

punkter i det irreduktible polynom p(x) som o tilfredsstiller over
Fe K er altsd rotkroppen til p(x) over F og derfor normal ifdlge
Sats 49,

Sats 67. Den Galoiske gruppen H(K) til K = F(®) bestdr av de
< G(Ny,F) som er slik at @#(®) = % . To automorfismer i G(N,F)

forer o over i en og samme konjugert <.' hvis o0g bare hvis de horer

til samme venstre-restklasse modulo H(K).

Bevis: V"E-H(K) medfdrer at F(K) = o siden o« & K. Omvendt vil
/ n-1 n-1 . n- .

o) = o 91 @IS ael) = 5 a (@) = 37 a.«t slik at

1 il foo 17 io 1

™
]

¢(g) = A for enhver f5& K og dermed & H(K). Anta s& at ¢ og
4 overfdrer A 1 ett og samme konjugerte element o>: ¢ (X) :(#(wjo
. -1 . 4. =1 R P =
Da vil ¥ %‘0&) = ) = K og Yy ~ H(K) eller @ (:_'//°H(K)°
Omvendt hvis =z 40 med & & H(K) wvil %ktx) =(fff(ﬂj = W(x)

siden ¢ () =0l o

Korollar. Graden [K:Fj av utvidelsen K over F er lik antallet av

restklasser i G(N,F) modulo undergruppen H(K).

Dette fdlger direkte av Lk:EjLN:K] = [N:F| og at [N:K] og
[N:F] henholdsvis er lik ordenen av H(K) og ordenen av H(F) =
G(N,F).,

To undergrupper H; o9 H2 av en gruppe G sies a vare konjugerte
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hvis det eksisterer et element g« G slik at ngg_l = Hye

Sats 68, Kroppene Kl 0g K2 er konjugerte over F hvis og bare hvis
H(Kl) og H(K2) er konjugerte undergrupper av G(N,F).

Bevis: For & bevise satsen er det nok a vise at

(1) H(E(ga)) = ¢ H(F)) ¢t

For denne likningen medfdrer at de to konjugerte kroppene F(%) og
F(%K) ved korrespondansen K —» H(K) g8r over i to konjugerte under-
grupper av G(N,F). Hvis omvendt F(xX) og F(/A) gdr over i to
konjugerte undergrupper H(F(x)) og ¢H(F)) ¥ = = H(F(g)) vil pe.g.a.
(1) H(E(¢d)) - H(F(5)). Hovedsatsen i Galois-teorien gir da

F(y«) = F(g) som viser at kroppene F() og F(a) er konjugerte.

Vi viser s3 riktigheten av identiteten (1). H(F(3%)) bestar av de
automorfismer y som lar %J(%) inveriant; dsvess %1%4%) :<f(%) eller
{ ¢/ () = /s Dette er ensbetydende med at ‘7“' Yy ¢ & H(F (=)
eller ff € pe H(F ( ))y:—l som beviser (1).

Sats 69. En mellomkropp Ky F< K= N er en normal utvidelse av F

hvis og bare hvis H(K) er en invariant (normal) undergruppe av den

Galoiske gruppen G(N,F).

Bevis: Etter Sats 66 er K en normal utvidelse av F hvis og bare

hvis K er identisk med alk sine konjugerte kropper. Ifolge Sats 68

er dette ekvivalent med at H(K) er identisk med alle sine konjugerte
undergrupper og dette er igjen ekvivalent med at H(K) er en invariant
undergruppe av G(N,F).: Hvis K er en normal utvidelse av F har det
mening & snakke om Galois-gruppen G(K,F) siden K da er rotkroppen
til et separabelt polynom over F. Og det er rimelig a undersoke
hvilken relasjon som eksisterer mellom de tre Galois-gruppene G(N,F),
G(N,K) og G(KyF). Allerede korollaret til Sats 67 peker henimot
folgende

=

Sats 70, Hvis K er en mellomkropp som er en normal utvidelse av F
.‘IG N,J. /G(NlK)

har vi isomorfien G(K,F)

Bevis: Enhver automorfisme f%‘gi G(N,F) induserer en automorfisme i K -
kort og godt ved a8 ta restriksjonen av #/ til K. Dette gir en av-
bildning av G(N,F) pd& G(K,F) og denne avbildningen (& ta restrik-
sjonen) er tydeligvis en homomorfi. (At vi fdr en avbildning p& G(K,F)
félger av Lemma 2, s.49.,) Kjernen i denne homomorfien er etter hoved-
satsen i Galois-teorien lik G(N,K) og Sats 8 gir isomorfien i satsen.
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§ 5, Anvendelser av Galois-teori pa algebraiske likninger.

30. Problemstilling. En algebraisk likning av n'te grad er en likning

av formen

n-1

(1) f(x) = anxn+an_lx

T o 50 = O me O
g d S $ Yo

hvor koeffisientene ay horer til en viss grunnkropp F. Hoved-
problemet i teorien for algebraiske likninger er & avgjore i hvilke
tilfeller likningen (1) lar seg ldse ved gjentatt anvendelse av vanlige
rasjonale operasjoner samt "rotutdragninger" pad koeffisientene a o
Med andre ord & avgjdre om rottene pa en eller annen mate lar seg

skrive som et uttrykk bygd opp av elementer i grunnkroppen og tegnene
for sum, differens, produkt, kvotient samt tegnene for rotutdragninger
av forskjellig grado.

Hensikten med formuleringen ovenfor er bare som en innledning a
gjengl den popul®re og upresise oppfatningen av problemet om algebraiske
likningers losbarhet. For en tilfredsstillende behandling av problemet
kreves det en helt presis formulering - spesielt fordi det egentlig
dreier seg om to forskjellige problemer, nemlig ldsningen av spesielle

nfte gradslikninger og ldsningen av den generelle n'te-gradsliknings.

Med en spesiell n'te-gradslikning over F forstdr vi en likning av
formen (1) hvor alle koeffisientene a er a betrakte som faste, ganske
bestemte elementer fra F (som f.eks. likningen x5—x—l = 0 nar

F = Q) Da sier vi at en spesiell n'te gradslikning av formen (1) er

l6shbar ved rotutdragning om det er mulig & finne en endelig kjede av

overkropper til F:

(2) FeK

s
hvor Kivy = Ki(&i) og &; er rot i en likning av formen x 1_/3 = 0

/3« Ky og slik at rotkroppen N til polynomet f(x) er inneholdt i
Km. En utvidelse av F som er av formen Km i (2) kaller vi en

radikalutvidelse av F. Dette er det presise uttrykk for at rdttene i

f(x) = 0 kan skrives pd den mdten vi anga til & begynne med. Det er
tydelig at f(x) = O er ldsbar ved rotutdragning hvis og bare hvis
alle irreduktible faktorer i f(x) leder til likninger som er l&sbare.
Vi kan derfor i det folgende forutsette at f(x) er irreduktibel over
Fo Vi skal da se at det blir nok a avgjore om en rot i f(x) = O
ligger innenfor en passende valgt Km fordi vi kan ordne oss slik at

Km blir en normal utvidelse av grunnkropppen F.
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Nar det gjelder begrepet generell n'te gradslikning ser en ofte
svaert uheldige formuleringer som er egnet til a forvirre. Ofte opp-
fatter en (1) som en generell N'te gradslikning dersom ai’ene ikke
lenger er faste spesifiserte elementer fra F, men "variakle" i Fo
Det greieste her er vel & anlegge et rent formalistisk synspunkt,
nemlig at en generell N'te gradslikning skal vere et rent formelt
uttrykk av formen

(3) anxn+oao+ao =x O

hvor a9 @jee-d  er bokstaver ("ubestemte") som ikke har noe med den

gitte grunnkroppen F & gjodre. Dette betyr bare at F(ao,oooan) er
den transendente utvidelsen av F som bestar av alle rasjonale uttrykk
i bokstavene ag9eeed, med koeffisienter fra F. Over denne kroppen

F(ao,oo.an) blir nd (3) en spesiell n'te gradslikning og vi definerer

problemet om ldsbarheten av den generelle n'te gradslikning over F

som problemet om ldsbarheten av den spesielle n'te gradslikning (3)

oppfattet som likning over F(ao’°°°an)° Vi ser altsa det noe

paradoksale at begrepet "spesiell n'te gradslikning" blir a oppfatte
som mer generelt enn begrepet "generell N'te gradslikning"! Det
problemet som historisk har spilt storst rolle er problemet om ldsbar-
heten av den generelle n'te gradslikning og da spesielt problemet om
den generelle 5'te gradslikning som ble behandlet av Abel. Vi skal i
det folgende ved hjelp av den Galoiske teori bevise hovedsatsen om
losbarheten av algebraiske likninger. Denne satsen gir et effektivt
middel til & avgjore losbarhetsproblemet bade i det "generelle" og i
det "spesielle" tilfellet og vi skal spesielt bruke den til a bevise

umuligheten av @ 1ose den generelle n'te gradslikning ndr n = 5.

3l. Rene likninger og deres Galois-grupper. Alle likninger i det

folgende er a oppfatte som spesielle likninger. De enkleste spesielle
n'te gradslikninger over grunnkroppen F er de som er av typen
xP-a % O feller egentlig ex =2 = 0, e er enhetselementet i F)

hvor a & F. Likninger av denne typen kaller vi rene likninger og vi

skal starte med en sats som uttaler seg om den Galoiske gruppen til en
slik likning.

Sats 7l. La F vare en kropp som er identisk med rotkroppen til
polynomet % =& over F (med andre ord F inneholder alle de n'te

enhetsrottene) og hvor n ikke er delelig med karakteristikken til Fe.

Da vil den Galoiske gruppen til likningen x'-a = 0 med a& F vare

syklisks Hvis omvendt N er en endelig normal og separabel utvidelse
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av en slik F med syklisk Galois-gruppe G(N,F) vil vi ha N - Fl()

: bo n
hvor *X. er rot i en ren likning x =-a over Fo

Bevis: La o« betegne en rot 1 likningen

(4) "3 x O ; a=F

La & Dbetegne en primitiv n'te enhetsrot. (Eksistensen av en slik

berodde som vi sa pd betingelsen om at n 1ikke er delelig med karakter-%

istikken til F). P& grunn av forutsetningen om at de n'te enhets-
rottene horer med til F wvil elementene c%,cxg,oaadg?'l alle ligge i
F(o()e De tilfredsstiller alle likningen (4) og vil pd grunn av
primitiviteten av £ utgjore n forskjellige rotter av denne
likningen og dermed utgjdre alle rdttene siden likningens grad er n.
Alts& er F(%) rotkroppen til det separable polynomet x'-a over Fo.
En automorfisme ¢ & G(F(),F) er fullstendig bestemt om vi kjenner
@(X) og siden if(q) 0ogsd md tilfredsstille (4) (Sats 43) har vi

iallfall ikke andre automorfismer i G(F{),F) enn de som er av

formen < (X) = EF%X hvor O € k € n-1. Om dette virkelig gir auto-
morfismer i G(F(x),F) for alle verdier av k wuttaler vi oss ikke om.
Men avbildningen < —> 5_kf som vi fdr pa denne maten gir i alle

tilfeller en en-entydig avbildning av gruppen G(F(x),F) pd en viss

|
|

|
|

delmengde av gruppen E av n'te enhetsrdttene. Og denne avbildningen

n ki+k
er en ismorfi. For om ¥y € L og To = & 2 vil P1¥o— £ ’ 2

G(F( )) blir p& denne miten identifisert med en undergruppe av den
sykliske gruppen E. (Sats 59) og md derfor selv vare syklisk
(Sats 9).

Omvendt la N va&re en endelig, normal og separabel utvidelse av
F av grad n. Etter korollaret til Sats 62 er da N en enkel alge-
braisk utvidelse og vi kan sette N = F(«{). Forutsetningen er na at
G(NyF) er syklisk og vi betegner en generator i denne gruppen med fpo'
Om % er en n'te enhetsrot (og derfor ligger i F etter forut-

setningen) danner vi den sakalte Lagrange's resolvente

» ot / n sl .1.
T oA ) = 4 +TX + + -0
(7’ ) = i AE RS S n-1
hveod: @ har satt XK. = @ ;x, ?,o = ?Qn er identitetsautomorfismen
i o M 0 0

og derfor Xz o+ Under automorfismen 7% blir ai'ene syklisk om-

(@) . .
byttet: F,04) = R(£70 = 715 =0, og vi fir




) 9 7 T 2 '_‘n".].
fo(),') = +,Z)Q+ceo /)(/n_l’i"; ‘;to
ot g n-1
= /: (f>< +/..-/\l+ooo+; ()(n_l)
-r_l -
=z (";{’d)
P Vg
Vi ser av dette at g, (5,27 =/, ()" () (520" = (2,20

Elementet (;;&)n er altsa invariant under @ og dermed under enhver

fo
potens av D o3 deves. under hele den Ga101ske gruppen G(N,F). Etter
Sats 48 mé da (),X)ngg Fe Av fg ;,a_ :'gf (z ,«) folger at det bare
er den identiske automorfismen i G(N,F) som lar resolventen (g,%)

invariant og hovedsatsen i Galois-teorien gir F(( A)) = No Satsen &8

Sy
. . o . . D .
dermed bevistsiden (Z,X) er rot i polynomet x Mo (3 y) som horer

til F[x].

32. Hovedsatsen om lO0sbarhet av algebraiske likninger. Vi trenger forst

folgende

Lemma. Det homomorfe billedet av en oppldsbar gruppe er oppldsbare.

Bevis: La G vere en oppldsbar gruppe (se avsnitt 6). Det vil altsa

si at G har en normalrekke av formen
(1) G5 G DG, -0 G = e

s
hvor alle faktorgruppene 1/Gi+l er abelske. 4&a G' Dbetegner det
gitte homomorfe billedet av G, d.vss. vi har en avbildning gJ av G
pd G' som er en homomorfi. Utfra rekken (1) kan vi nd ved & ta de

tilsvarende homomorfe billeder ?JGi = Gi' fa dannet rekken

(2) Gv QGlQ "_;_" ) —:‘)Gm' - -{e"é

Det gjelder a vise at dette er en normalrekke for G' og at alle

K]
gruppene S /G! er abelske. For det forste vet vi at alle Gi' er

i+l
grupper siden det homomorfe billedet av en gruppe er en gruppe. At
G'i+l er en invariant undergruppe av Gi' ser vi slik: La ac¢& Gi 09
X & Gi+l; siden Gi+l er invariant i Gi vil axa "« Gi+l
anvende den gitte homomorfien %- f8r vi av dette a'x'a'"l: (axa™")
Glil og da a' og x' kan gjennomldpe henholdsvis hele Gi' 0g

ggle G'i+l folger det at G'i+l er invariant i Gi'a At

1/Gi+l er abelsk betyr at aG;, bG;,) = bG;, °aG;,; og ved é'?nvende

P pa begge sider far vi pad samme mdte som ovenfor at agsd 1 /G'i+l

er abelsko
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Vi er nda i stand til & bevise den fundamentale

Sats 72. (Hovedsatsen om algebraiske likningers ldsbarhet) La F vare
en kropp med karakteristikk null og la f(x) = O vere en irreduktibel

algebraisk likning over F. Hvis f(x) = O har en rot som kan ut-

trykkes ved rottegn >: ligger i en viss radikalutvidelse Km av__F

vil hele rotkroppen N til f (og derfor spesielt alle rottene i

f(x) - 0) ogsd ligge i en passende (storre) radikalutvidelse og den

Galoiske gruppen G(N,F) til likningen f(x) = O er en oppldsbar

gruppe. Omvendt hvis den Galoiske gruppen G(N,F) til f(x) = O er

opplosbar kan f(x§ - 0 1dses ved rotutdragninger pd den presiserte

mates

Bemerkning. Ved & kreve at grunnkroppen skal ha karakteristikk null

har vi gjort en antagelse som er noe strengere enn nodvendig. Men ved
det sikrer vi oss en gang for all at alle de utvidelser vi skal foreta
blir separable og at utvidelsenes grad aldri blir delelig med karakter-
istikken til F, noe som er nddvendig for anvendelsen av satsene 60 og

71, For en noe mer generell formulering kan vi henvise til [5] .18l

Bevis: Forutsetningen i forste del av satsen er altsa at vi har en

radikalutvidelse K_  fremkommet pa den angitte maten ved en kjede

utvidelser

(3) Fz Koo Kj@ Ky oeeo K

slik at BE Km 0Qg f@@) = O, X? antar at vi har Ki+l = Ki(qﬁ+l)
hvor Oii+l er rot i likningen x %-a; = 0 med a, & K; (0 € i< m-1).

Da blir K_ = FC%1,°°¢X6). Vi skal nd vise at vi utfra (3) kan kon-
struere en ny og "lengre" rekke av utvidelser som har sterkere egen-
skaper og som tillater oss & trekke konklusjonen i satsen. Vi begynner
med & adjungere til F alle no,nl,ooonm_l'te enhetsrotter. Det klarer
seg da a adjungere til de tilsvarende primitive enhetsrdtter éo’éi’

oeoém_l; for om Ei er en primitiv ni'te enhetsrot over F wvil
P(Ei) inneholde alle de n.'te enhetsrdttene over F. Vi far med

dette folgende kjede av utvidelser
c i S < < - L& <
(4) F - F(EO) o F((_,O,Cl) - 090 = F(togx_l,oouwm_l)

Her er F(&O’eooﬁa_l) en normal utvidelse av F siden den er rot-
_ n n ’ "

kroppen til polynomet (x O_e) (x ' Lag)euo (x'™ l—e). Vi bygger na

videre pa F(Eo’°°°%n-l) 0og adjungerer sa elementet fxi og far ut-

videlsen

(5) F(& yoeeE

i ;‘)

m-1) = F(&aeee 4 1H™)
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] a i F(F ) oL, - ;
som er en‘normal utv1delsgoov §:£51dgg L(Lo,ooocm_%, 1) .er ggt |
kroppen til polynomet (x “-a_ )TT (x “-e). (Alle rdtter i x =-a = O
er jo av formen E%kmle) 1=0 Vi er nd interessert i stadig &
foreta sykliske utvidelser =: utvidelser med sykliske Galols-grupper

0og det slik at vi ender med en utvidelse som inneholder Km 0g er

normal over F. Ovenfor har vi allerede oppnadd en normal utvidelse
som inneholder Klo Vi skal bare beskrive den neste serie av adjunk-
sjoner fordi dette skrittet som vil lede til en normal utvidelse som

inneholder K2, har en generell karakter og vil lede til en normal ut-

videlse som inneholder Km ved a anvendes m-l1 gangers. Xi begynner

da selvfolgelig med & adjungere roten 942 i likningen x -ay = 0 tid
F(&O,oooim_l,dl ); men vi kan ikke vare sikker pd at den oppnadde ut-
videlse er normal over F. For & vare sikker pa & fa en normal ut-
videlse ma vi suksessivt adjungere til alle rdttene i alle likninger av
formen nl c% e 0O hvor Q’C~ (¢ O,ooo%n l’di) F). Dette leder

G (F
oss nemlig til en utvidelse over F som er rotkroppen til polynomet

m-1 ——
B ik ny ny
(6) (x ®-a ) T] (x *=e) || (x t-9a))
120 '
hvor wj} er utstrakt over alle automorfismer i G ,oath l’ yF) =

Gy At koeffisientene i det polynomet som defineres av det 51ste
produktet i (6) virkelig horer til F kommer av at de blir symmetriske
funksjoner av fpal‘ene ( ?élGl) og derfor invariante under enhver
%/gg Gl slik at Sats 48 kan anvendes.
4’°°Jxm far
vi frem en samlet kjede av utvidelser hvis endeledd kommer til & bli en

Om vi nd fortsetter pa ndyaktig samme mate for 4%3, oL
normal, separabel utvidelse L av F som inneholder alle gaﬁene 0g
dermed K, ©9 spesielt elementet /3 som var Tot i f(x) = O og inne-
holdt i K . Siden L er normal og f(x) wvar forutsatt irreduktibel
inneholder L hele rotkroppen til f(x). Vi pdstdr nd at Galois-gruppen
G(LyF) er en oppldsbar gruppe. Slik som L er dannet er den en radikal-
utvidelse av grunnkroppen fremkommet ved suksessiv adjunksjon av rotter

i rene likninger. La Kj'g: K? vere to kropper som fdlger umiddel-

J+1
bart pa hverandre i denne lange serien av utvidelser. Da er for det
forste K'j+l en normal utvidelse av Kjv (men ikke noédvendigvis nor-

mal over gruunkioppen %) For de forste m-2 utvidelsene i (4) er dette
klart. Senere er utvidelsen fra Kj‘ til K! alltid av formen

K?

j+l
41 = Kj“QX) hvor X er rot i en ren likning over Kj' og siden na
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de nodvendige enhetsrotter befinner seg i Kj' vil K ogsa inne-

j+l
holde alle de konjugerte til X over Kj“ (siden disse er av formen
é%X) 0g K'j+l blir normal over K.'. Av dette folger av Sats 69
at H(K‘j+l) = G(L,K® ) er invariant i H(K.') = G(L,Kj') og Sats

J+l S
70 gir isomorfien
? 7 QfH(K‘v)" 7
GK® 5 1 aKy") w005 /H(KY )

For 38 se at G(L,F) er oppldsbar gjenstdr det derfor bare & vise at
gruppen G(K'j+l,Kj°) alltid er abelsk. For de forste m-2 wutvidelser
som svarer til (4) folger dette av Sats 60 og for alle de dvrige ut-
videlser folger det av Sats 71 som na kan brukes fordi de nodvendige
enhetsrotter er blitt adjungert. Endelig er rotkroppen N til poly-
nomet f(x) dinneholdt i L og vi fdr en kanonisk homomorfi av
G(L,F) pd& G(N,F) ved & avbilde qﬁé'G(L,F) pa restriksjonen av &
til N. Som det homomorfe billedet av den oppldsbare gruppen G(L,F)
er derfor etter det beviste lemma ogsd G(N,F) oppldsbar og forste del
av satsen er bevisto

Anta sa omvendt at rotkroppen N til likningen f(x) = O har en
opplosbar Galois-gruppe G(N,F). Det betyr at vi har en normalrekke

G(N,F) = G, G D oo G = {ej
G.

hvor faktorene l/Gi+l er sykliske. Ved hovedsatsen 1 Galois-teorien

forer dette til en tilsvarende kjede av kropper
(7) FC K< e <K = N

Her kan vi ikke uten videre anvende siste del av Sats 71 idet vi ikke
har forutsatt at F skal inneholde de noddvendige enhetsrdtter. van

der Waerden [5] s.183 sier ner bare at en fdrst adjungerer til F alle

nl,n2,°°°nmvte enhetsrotter hvor n, er graden av Ki over Ki-l .4
, 3 i o0 e Tur O E(g,. € fa . 2
(7). Men herved fdr vi jo en grunnkropp L(cl,m2°°°\m) (El er ng;'48

primitiv enhetsrot) som ikke vanligvis er inneholdt i K)o Vi har
imidlertid folgende fors.ag til ordning av dette: Istedet for (7) be-
trakter vi folgende kjeae

1

(8) F = r(€]) % F(£4&5) % +00 & (Epoeoz ) S Ky (£yeeel )& wus

S Km (L;lcoo‘j:m)o
£n konstaterer ved samme resonncument som tidligere at hver kropp i
7indan we @i nounal ntvidelse av den foregdende og vi pdstdr at alle
disse utvidelscne har sykliske Galois-grupper. Det som md vises er at
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K. (& oaoém)) er syklisk. Vi skal gjore dette ved a

G(K i (&)
vise at G(K +l(él)’ Ki(gl)> er isomorf med en undergruppe av

/"V’G' ~ o S [] .
G(K;, 9Ky) ¥ P1[Gy, - Ved & gjenta dette m ganger far vi at
G(Ki+l(£l’°°°ém)’Kié§l°°°5l)) blir isomorf med en undergrupfe av den
sykliske gruppen 116, og derfor selv er syklisk. For a se at

G(K;,,(&y)y Ki(g))) er isomorf med en undergruppe av G(K;, 9K;) be-
& G(Ki+\(fl)9 Ki(él)) 0og tar dens restriksjon til

o

trakter vi én o

Ki+l°
morfisme @“ ¢

En verifiserer lett at denne restriksjonen definerer en auto-
| G(Ki+l’ Ki) og at avbildningen ¢ -* y?' er en isomorfi.
- Vi kan nd anvende siste halvdel av Sats 71 p& (8) og far at
Km(¢l,oocgm) er en radikalutvidelse av F som inneholder N. Dette
betyr at f(x) = O kan 1dses ved rotutdragninger og Sats 72 er dermed
fullstendig bevist.

Bemerkning. Som nevnt gjor ikke van der Waerden den betraktningen vi
har pd slutten av beviset. I Artin {l] s.73 henvises imidlertid pd
dette punkt til en sats (som han kaller "theorem on natural
irrationalities") som er en generalisering av det som ble bevist oven-

Fars

33. Uldsbharheten av den generelle n'te gradslikning for n = 5. Vi

beviser forst fdlgende

Sets 13, La F(xl,ecoxn) vaere kroppen av alle rasjonale uttrykk i n

bokstaver XpeeoX o La Cyeee3  v@re de element®mre symmetriske

uttrykk i bokstavene XpeeeX o Da vil F(xl,oooxn) vaare rotkroppen

til det separable polynomet X =0 %X +n°o+(-l)n6h = 0 over

F(Gioeaﬁh) 0og den tilsvarende Galois-gruppen G(F(xloooxn),F(Gl,gooéh))

er den symmetriske gruppen over n bokstaver.

Bemerkning. Med den symmetriske gruppen over n bokstaver {al,.oaan§
© . . . {
forstar vi gruppen av alle permutasjoner i mengden {al,a2°ooan% .

Bevis: Likningen xn—Cixn-l+goo+(—l)n6L = O har de n forskjellige

rottene Xx;y.00x, 0g er derfor separabel over F05i90006;>o Videre vil
enhver permutasjon i mengden XpgeooX bevirke en automorfisme i
F(Xl,oooxn) som lar ethvert element i F(Sl,oooﬁn) invariant siden
i& er et symmetrisk i xi°ene - 09 dette beviser satsen. '

Vi minner om (se avsnittet "Problemstilling") at den Galoiske
gruppen til den generelle n'te gradslikningen anxn+ooo+aO = 0 blir
den Galoiske gruppen av anxn+aoo+ao = O over den transendente ut-

videlsen F(ao,oooan)o Vi har da.




- 75 -

Sats 74. Den Galoiske gruppen til den generelle n'te gradslikning er

den symmetriske gruppen over n bokstaver.

Bemerkning. I det vi her skal gjdre en sammenlikning med den likningen
som opptrer i Sats 73 vil vi forutsette at den generelle n'te grads-
likningen har formen xn—ulxn_l+ooa(—l)nun - 0. Denne likningen er -
nar u'ene oppfattes som uavhengige transendente stdrrelser {pokstaver")
over grunnkroppen F - 1like "generell" som den vanlige formen for den
generelle n'te gradslikning. Vi har bare foretatt en divisjon og en
omdoping av koeffisientene.

Bevis: La rotkroppen til xn—ulxn_l+”o+(-l)nun = 0 vaere N og la

likningens rotter vare VigVpeeeV o Det gjelder na forst og fremst

a konstatere at avbildningen ui~m9‘§i induserer en kanonisk isomorfi
mellom ringene F[ulgoooUA] 0g F[>i,oaofh] hvor den siste ringen
referer-seg til situasjonen i Sats 73. Siden F[hlo oouﬁl er den

vanlige transendente utvidelsen som gir polynomringen i n ubestemte

med koeffisienter fra F Dblir det nok & vise at F{ﬁflooofnﬂ ogsa

er en slik polynomring i n bokstaver. Det betyr at det ikke ma

eksistere noen relasjon f(‘l,aooéh) -0 med f < F[x] uten at f er ¥
nullpolynomet, Anta f(éloog<n) =0 med f& F{x|. Innfdrer vi ut- ‘
trykkene for G;'ene far vi f(zjxl,,Fx X . ,.oo) = 0. Er dette en

identitet 1 x-'ene gjelder den ogsa ved 1nnsetting av. v, for Xy o

5 J,”.,) - O og dermed f(ul,oﬂaun) = O som betyr

at f ma vere nullpolynomet. I polynomringen F[hl,acoun; eksisterer

doVeSo ;Vlg /V

—

det nemlig ikke noen relasjon mellom ui'ene - det er selve defini-

sjonen pa at ui'ene er uavhengige "bokstaver", "transendente
stérrelser" eller "ubestemte" (eller hva man vil kalle det) over F.,
Isomorfien Fful,ooou LE Flo l,oocé’j kan na utvides til en isomorfi
mellom de tilsvarende kvotentkroppene F(ul,ooouT) = F(ﬁl,.°.§h) og det
er tydelig at rotkroppen til likningen xn—ul = °,o+(—l)nun =0

over F(Ul,eoaun) derfor er isomorf med rotkroppen til xn-zflxn-l+

oo.+(-l)q§n = 0 over F(floooéh)o Da denne siste utvidelsen etter
Sats 73 har en Galois-gruppe som er isomorf med den symmetriske gruppen

over n elementer er satsen beviste

Sats 75. Den symmetriske gruppen over n elementer danner en ikke-

oppldsbar gruppe nar n 2 5.

Bevis: La G vare den symmetriske gruppen over mengden {al,oo,an%
meds B =0 09 la ]




Vere en kjede av undergrupper hvor G, er invariant 1 Gi-l 0g
i“l/Gi er en syklisk gruppe. Vi skal bevise at Gm for alle m ma
inneholde alle permutasjoner som lar invariant alle elementene i
§al°,°a5§ unntatt tre av dem og bytter disse siste tre elementene
syklisks. Dette betyr at Gm aldri kan bli 1lik QI; for noe m hvor
I er identitetspermutasjonen - og G kan dermed ikke vere oppldsbar.
Den permutasjonen 7; som lar alle a; invariant unntatt de tre
elementene a.98593, sOM den bytter syklisk 7J: 7o(ar) = agy
%%(as) = ayy ?O( t) vil vi betegne med (r,s,t) og kalle en
3-syklus. Siden G = GO inneholder alle slike 3-sykluser er det nok
a vise at om Gy innebolder alle 3-sykluser sa gjor ogsa G, +l-1d?f°
Hvis permutasjonene Gfﬁ 0g ¥/ begge hdrer til G; wvil Vo= w? " /d
Giy e+ For l/Gi+l er syklisk og dermed kommutativ slik 4
om}o' og Ay’ betegner billedene av %) 0g }b ved den kanoniske

I .
. ) l .
homomorfien Gy 2 /Gi+l g1l

] 0 il
. Y VAR =(ﬂ' LT TR ¢ A
/ [ i ,\70 \ ,

0og det betyr at y € Gii - Anta na at G; inneholder alle 3-

sykluser. Spesielt har vi at “) = (rst) og ”%/ = (tuv) & G, hvor

LyBytaliy¥ ' 6r B a¥ indeksene (fra 1 til n). (Det er her vi bruker
-1 -1

betingelsen at n 2 5). Uttrykket « =~ i1, som vi har bevist
Y ¥ =3 }/
horer til Gi+l blir i dette tilfellet
/- . 4‘_
¥ = (rts) (tvu) (rst) (tuv) = (rtu) & Giyy
Siden (rtu) er en vilkarlig 3-syklus er alt bevist. Av satsene 74 og
75 folger na

Sats 76. Den generelle n'te gradslikning kan for n = 5 ikke ldses

ved rotutdragninger.

For n £ 4 er den symmetriske gruppen oppldsbar og muligheten for

& 16se den generelle 2"¢" 3dje

0g 4de-gradslikning ved rotutdragninger
folger derfor av Sats 72. Ogsd nar det gjelder 1&sningen av disse
likningene gir den Galoiske teorien Oket forstdelse idet de eksplisitte

komposisjonsrekkene en kan stille opp for de symmetriske gruppene

)

S (n ¥4) gir den egentlige grunn for de adjunksjoner en mi foreta

n
for 4 16se disse likningene. Dette stdr beskrevet p3 side 186 og utover
i (5]

4

Ve

L 5

o
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34, Losbarhet og uldsbarhet av spesielle algebraiske likninger med

rasjonale koeffisienter.

Sats 76 beviser ogsa ifdlge vdre definisjoner (se avsnittet
"Problemstilling") uldsbarheten av spesielle n'te gradslikninger -
nemlig over en grunnkropp av typen F(ao,oooan) (rasjonal funksjons-
kropp i n ubestemte). N&r det gjelder uldsbarhet av spesielle
likninger er vi imidlertid forst og fremst interessert i ulosbarheten
av spesielle likninger med tall-koeffisienter (f.ekss F = Q eller
F = R som grunnkropp). Slik uldsbarhet er ogsd mulig & vise ved den
teorien vi har utviklet. En kan f.eks. bevise at den ganske bestemte
likningen x5-x—l=0(over Q) er uldsbar fordi den har en Galois-gruppe
som er lsomorf med den symmetriske gruppen 55° (Se E5E.S°l99°) Vi
bemerket at Sats 72 forte til at den generelle 2nen’ SdJe og 4de grads-
likning er losbare ved rotutdragninger. Men det er ikke fullkomment
innlysende (selv om det vanligvis fremstilles slik) at denne ldsbarheten
for generelle likninger ( »: likninger over P(ao,o..an)) 0gsa med-
forer losbarheten av de spesielle likninger vi far over F nar vi for
agreeedy innsetter bestemte elementer i F. At denne innsettingen er
"tillatt" kan imidlertid begrunnes narmere ved at denne innsettings-
prosessen definerer en viss homomorfi. Grunnlaget for denne betrakt-

. . i F wl
ningen kan en finne i ;32,
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